TENSIONES

Introduccion

El analisis del estado tensional en un punto constituye uno de los fundamentos
esenciales de la teoria de la elasticidad. Todo sélido sometido a acciones exterio-
res desarrolla en su interior un sistema de fuerzas distribuidas que garantiza el
equilibrio y la continuidad del material. Estas fuerzas internas, que actiian sobre
planos imaginarios que atraviesan el s6lido, se describen mediante el vector ten-
sién, cuya formulacion precisa permite caracterizar como se transmiten las car-
gas a escala local.

El objetivo de este capitulo es establecer de forma rigurosa la relacion entre
las fuerzas internas y la geometria del sélido, introduciendo el tensor de tensio-
nes como herramienta matemadtica que describe completamente el estado
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18 CAPITULO 2. TENSIONES

tensional en un punto. A partir de la deduccion de la formula de Cauchy se mues-
tra cdmo el vector tension asociado a cualquier plano puede obtenerse a partir
de las tensiones definidas sobre tres planos mutuamente perpendiculares.

El capitulo desarrolla también las ecuaciones de equilibrio interno, que vin-
culan las tensiones con las fuerzas de volumen y garantizan la coherencia meca-
nica del campo tensional. De estas ecuaciones se deduce la simetria del tensor
de tensiones, lo que reduce a seis el nimero de componentes independientes
necesarias para describir el estado tensional.

Finalmente, se introducen las principales herramientas de interpretacion fi-
sica del estado de tensiones: las tensiones principales, las tensiones tangenciales
maximas y las representaciones graficas basadas en los circulos de Mohr. Estos
conceptos permiten comprender la orientacidn de los planos més solicitados y
constituyen la base para los criterios de fallo y los andlisis avanzados de resis-
tencia.

En conjunto, este capitulo proporciona los elementos necesarios para descri-
bir, calcular y representar el estado tensional en un sélido elastico, estableciendo
un marco tedrico indispensable para el estudio posterior de las deformaciones,
las relaciones constitutivas y los criterios de resistencia.

2.1. Fuerzas sobre un solido

Las fuerzas que pueden actuar sobre un sdlido deformable (figura 2.1) pueden
clasificarse, atendiendo a su dominio de aplicacién, en fuerzas de contorno y
fuerzas de volumen.

Fuerzas actuando sobre el contorno del sélido

Son fuerzas aplicadas sobre la frontera del sélido y pueden presentarse, desde
un punto de vista geométrico, como:

a) fuerzas puntuales, F;
b) distribuciones lineales de fuerzas (fuerzas por unidad de longitud), qc, y

c) distribuciones superficiales de fuerzas (fuerzas por unidad de superficie),
Pc.
Fuerzas actuando en el interior del sélido

Son fuerzas que actian en el interior del volumen del sé6lido y que pueden idea-
lizarse, de forma general, como:

a) fuerzas puntuales, Fj;
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2.1. FUERZAS SOBRE UN SOLIDO 19

b) distribuciones lineales de fuerzas (fuerzas por unidad de longitud), q;

c) distribuciones superficiales de fuerzas (fuerzas por unidad de superficie),
pPiy

d) distribuciones volumétricas de fuerzas (fuerzas por unidad de volumen o
por unidad de masa), b.

De forma andloga, pueden aparecer distribuciones equivalentes de momentos
asociadas a estas acciones.

Figura 2.1. Fuerzas que pueden actuar sobre un sé6lido deformable.

En la mecanica de s6lidos deformables clasica es habitual adoptar una des-
cripciéon simplificada de las acciones externas, considerando exclusivamente dos
tipos fundamentales de fuerzas:

e fuerzas por unidad de superficie que actian sobre el contorno del sélido,
y
e fuerzas por unidad de volumen que actdan en el interior del s6lido.

Las distribuciones superficiales, lineales y puntuales de fuerzas aplicadas en
el interior del s6lido se interpretan como idealizaciones limite de fuerzas de vo-
lumen, que se obtienen cuando una, dos o tres de las dimensiones del volumen
de aplicacidn tienden a cero.

En la teoria que se desarrolla en este texto no se consideran momentos por
unidad de volumen, lo que corresponde al modelo de continuo de Cauchy cldsico.
En consecuencia, inicamente se tendra en cuenta la actuacion de:

a) Fuerzas por unidad de volumen, que actdan en el interior del sélido,
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20 CAPITULO 2. TENSIONES

descritas por el campo vectorial b(x, y, z). Este campo puede representar,
entre otros, los siguientes casos particulares de interés practico:

o el peso propio del sélido, debido a la accidon del campo gravitatorio.
o lasfuerzas de inercia, asociadas a movimientos acelerados del sélido.

b) Fuerzas por unidad de superficie que actiian en el contorno del sélido, des-
critas por el campo vectorial t(x, y, z). Este campo puede representar, entre
otros, los siguientes casos particulares de interés practico:

o presiones de contacto ejercidas por otros s6lidos o por fluidos en re-
poso.

o tracciones o compresiones superficiales debidas a acciones mecani-
cas aplicadas sobre el contorno del s6lido, como esfuerzos transmiti-
dos por apoyos, dispositivos de sujecién o uniones estructurales.

2.2. Vector tension

2.2.1. Concepto de vector tension

Se considera un cuerpo sélido (figura 2.2a) sobre el que actian fuerzas interio-
res distribuidas por unidad de volumen y fuerzas exteriores aplicadas por uni-
dad de superficie. Si del s6lido completo (figura 2.2a) se aisla un segmento A
(figura 2.2b), en su interior actuaran las fuerzas internas por unidad de volumen.
En el contorno de A actuardn, por una parte, las fuerzas exteriores por unidad
de superficie y, por otra, las fuerzas que aparecen en la interfaz con el resto del
solido, identificado como B.

Estas dltimas corresponden a la accidn que el segmento B ejerce sobre el seg-
mento A y, por equilibrio, son iguales en médulo y direccidn, y de sentido con-
trario, a las que ejerce A sobre B.

Las fuerzas que actiian sobre la superficie de contacto entre ambos segmen-
tos son, en principio, desconocidas, a menos que se adopte una hipdtesis inicial
sobre su valor. No se trata de fuerzas aplicadas desde el exterior del sélido, sino
de fuerzas internas, resultantes, a escala macroscopica, de las fuerzas intermo-
leculares que se oponen a la separacion entre las moléculas del material. Si estas
fuerzas superan determinados umbrales, pueden producirse separaciones defi-
nitivas, lo que macroscépicamente se traduce en fallos o roturas del material.

No obstante, desde el punto de vista de la formulacion, y para el segmento
aislado 4, estas fuerzas internas tienen el mismo significado fisico que las fuer-
zas externas por unidad de superficie aplicadas sobre el contorno del sélido. A
estas fuerzas internas, que actiian entre distintas partes del s6lido, asi como a
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las fuerzas exteriores aplicadas sobre su contorno, se las denomina vector ten-
sién y se representan mediante el simbolo t.

(@ (b)

Figura 2.2. (a) Fuerzas que acttian sobre un sélido. (b) Vectores tensién en puntos
de la superficie de contacto.

Al igual que ocurre en el contorno exterior del sélido, donde la superficie so-
bre la que actdan las fuerzas estd perfectamente definida en cada punto, para
caracterizar el vector tensiéon en un punto del interior del sélido es necesario
especificar la superficie considerada. Sin embargo, esto no implica definir una
region finita del dominio. Al considerar el limite en el que la superficie se reduce
a un entorno infinitesimal del punto, dicha superficie queda completamente ca-
racterizada por su plano tangente o, de forma equivalente, por el vector normal
a dicho plano en el punto considerado.

Por tanto, es razonable asumir que el vector tensiéon queda completamente
determinado por el punto del s6lido considerado y por la orientacién del plano
sobre el que actia. De este modo, el vector tensién se define como una funcion

t(x,y,z,n)

donde n es el vector unitario normal al plano considerado. Para simplificar la
notacion, el vector tension se representara por t, omitiendo la dependencia ex-
plicita del punto y de n.

En el caso del contorno exterior del sélido, esta funcién se reduce a una
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funcién de punto, ya que la normal al contorno es Unica y estd perfectamente
definida. En el interior del s6lido, en cambio, ademas del punto, es necesario es-
pecificar el plano (o de forma equivalente su normal) para que el vector tensién
quede completamente determinado.

Asi pues, en un mismo punto del sélido pueden definirse infinitos vectores
tension, uno asociado a cada plano que pase por dicho punto.

2.2.2. Componentes del vector tension

Una descomposicion habitual del vector tensién consiste en expresar sus com-
ponentes normal y tangencial con respecto al plano considerado. En esta des-
composicidn, el vector tension se divide en dos componentes: una componente
perpendicular al plano, cuya direccién coincide con la del vector normal n, y otra
componente contenida en el propio plano (figura 2.3a).

Figura 2.3. Descomposiciones del vector tension.
(a) Componentes intrinsecas. (b) Componentes globales.

De la figura 2.3a se obtiene la siguiente descomposicion del vector tension
t=on+rt,

donde o, es la tensién normal, correspondiente a la proyeccion del vector ten-
sién sobre la normal al plano considerado, y T, es la tension tangencial corres-

pondiente a la componente del vector tensidn contenida en dicho plano.
De forma explicita, el médulo de la tensién normal viene dado por la proyec-

cion escalar del vector tension sobre la normal al plano
o, =t-n

n

mientras que la tension tangencial se obtiene como la diferencia entre el vector
tension y su componente normal,
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T, =t—o,n

Las cantidades o, y T, reciben el nombre de componentes intrinsecas del vec-

tor tension, ya que quedan definidas exclusivamente por el punto considerado y
por la orientacién del plano mediante su vector normal. Obsérvese que, aunque
ambas son componentes intrinsecas, la tensiéon normal es una magnitud escalar,
mientras que la tensién tangencial es un vector contenido en el plano conside-
rado y ortogonal al vector normal.

Por otra parte, las componentes t,,t ,t, del vector tensién expresadas en un

sistema de coordenadas cartesiano xyz (figura 2.3b) se denominan componentes
globales del vector tension.

2.3. Formula de Cauchy. El tensor de tensiones

En el apartado anterior se ha visto que, en un punto interior del sélido, pueden
definirse infinitos vectores tension, cada uno asociado a uno de los infinitos pla-
nos que pueden pasar por dicho punto. Surge entonces la cuestion de si estos
vectores son completamente independientes o si, por el contrario, existe alguna
relacién entre ellos.

La respuesta a esta cuestion viene dada por la férmula de Cauchy, la cual es-
tablece una relacion entre el vector tension asociado a un plano de orientacién
arbitraria y los vectores tension definidos, en ese mismo punto, sobre tres pla-
nos mutuamente perpendiculares.

Criterio de signos

Antes de proceder a la deduccién de la férmula de Cauchy, es necesario estable-
cer un criterio de signos adecuado para los vectores tension. Se considera posi-
tivo el vector tension que actda sobre una porcion del sélido respecto de la cual
el vector normal (n) al plano considerado es exterior.

En la figura 2.4a se muestran las direcciones y sentidos positivos de los vec-
tores tension t*, t”, t* que actian sobre las caras de un paralelepipedo elemen-

tal. En la figura 2.4b se representan las componentes globales de dichos vectores

tension, desglosadas seglin sus proyecciones sobre el sistema de coordenadas

cartesiano global, lo que permite un andlisis coherente del equilibrio del sélido.
El criterio adoptado para la notacién de las tensiones es el siguiente:

° Tensiones normales o, o,,0,: Serepresentan mediante la letra griega o

y un subindice que indica el eje perpendicular al plano sobre el que actia
el vector tension. Por ejemplo, o, corresponde a la tensién normal sobre
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el plano perpendicular al eje z.

o4t

N

Figura 2.4. Direcciones y sentidos positivos de las tensiones en las caras de un
paralelepipedo elemental. (a) Vectores tension, (b) Componentes globales de los
vectores tension.

e  Componentes tangenciales T,,7,,,7,,T,,,T, T, Se representan me-

diante la letra griega 7 y dos subindices. El primero indica el eje perpen-
dicular al plano del vector tension y el segundo la direccion de la compo-
nente tangencial. Por ejemplo, 7, corresponde a la componente tangen-

cial del vector tension en el plano perpendicular al eje x, con direccién pa-
ralela al eje y.

De acuerdo con este criterio:

e en las caras del primer octante, los valores positivos de las tensiones co-
rresponden a sentidos positivos de los ejes cartesianos, y

e enlas caras opuestas, los valores positivos de las tensiones corresponden
a sentidos negativos de dichos ejes.

Deduccion de la formula de Cauchy

La deduccién de la formula de Cauchy se basa en el establecimiento del equili-
brio de fuerzas sobre un tetraedro infinitesimal cuyas cuatro caras son paralelas
a los planos cuyas tensiones se desea relacionar. Para simplificar la demostra-
cion, se considerard un sistema de coordenadas cartesiano y se relacionara el
vector tension definido sobre un plano de vector normal n con los vectores ten-
sién que actiian sobre tres planos perpendiculares alos ejes coordenados (figura
2.5).
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Sobre cada una de las caras del tetraedro actdan las tres componentes de la

fuerza debida al vector tension asociado alanormal de dicha cara.Sean ¢, ¢ ¢,

las componentes del vector tensién t que actia sobre la cara ABC de drea dA, .

4

Figura 2.5. Tensiones en un tetraedro elemental.

Planteando las condiciones de equilibrio de fuerzas en las tres direcciones
coordenadas se obtiene

tdA, —o dA — Tydiy —7,dA, +b dV =0
t,dA, —71,dA, —o ,dA, —7, dA, +b,dV =0
t,dA, —71,dA —7,dA, —o,dA, +b,dV =0
donde b, ,by,bz son las fuerzas por unidad de volumen en las direcciones de los

ejes x, y, z, respectivamente.
Las areas de las caras del tetraedro paralelas a los planos coordenados son
las proyecciones ortogonales del area dA, de la cara ABC

dA, =n,dA,, dA,=n,dA,, dA,=n,dA,

donde dAx,dAy, dA, son las areas de las caras perpendiculares a los ejes x, , z,
respectivamente, y n, =cos~,,n, =cosvy,,n, =cosv,, los cosenos directores del

vector n,y 7,,7,,7, los angulos que el vector n forma, respectivamente, con los
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ejes coordenados x, ), z.
tdA,—ondA —7,n dA —7,ndA +bdV=0
t,dA, —7, ndA —o,ndA —71,ndA +b,dV=0
t,dA,—1,ndA —7,ndA —o,ndA +bdV=0

Dividiendo las ecuaciones de equilibrio por dA, y despreciando las fuerzas
por unidad de volumen frente a las fuerzas por unidad de superficie -ya que las

. ’ 3 . ’ 2 .
primeras varian con h” mientras que las segundas varian con h°, siendo h una
dimension caracteristica del tetraedro-, se obtiene

o.n, —|—Tyxny +7,n, =t

X

Ty +o,n, +7,n =t, (2.3.1a)
T M, —|—7'yzny +o,n, =t,
Esta expresion puede escribirse en forma matricial expandida, como
tX O-X yx 7—ZX nX
t,1=|Ty 0, TN, (2.3.1b)
tZ 7—XZ yz UZ nZ
0, de forma matricial compacta, como
t=on (2.3.1¢)
y, finalmente, en notacién indicial
t. =o.n, (2.3.1d)

I g

Esta ecuacion recibe el nombre de férmula de Cauchy y permite determinar
el vector tensién asociado a un plano de orientacién arbitraria a partir de los
vectores tension definidos sobre tres planos mutuamente perpendiculares. La
matriz que contiene las componentes de la tensién en estos planos recibe el
nombre de tensor de tensiones o tensor de Cauchy.

X X zx
0= w o Oy zy
Xz yz O-z

Las ecuaciones (2.3.1a) a (2.3.1d) muestran que el vector tensién sobre un
plano cualquiera se obtiene multiplicando el tensor de tensiones por el vector
unitario normal a dicho plano. En consecuencia, el estado tensional en el interior

P. MARTI TEORIA DE LA ELASTICIDAD. FUNDAMENTOS Y APLICACIONES EN INGENIERIA



2.3. FORMULA DE CAUCHY. EL TENSOR DE TENSIONES 27

de un so6lido elastico queda completamente determinado si se conoce el tensor
de tensiones en todos sus puntos.

2.4. Ecuaciones de equilibrio interno en un
paralelepipedo elemental

Sea un punto P situado en el interior de un sélido en equilibrio, sometido a un
sistema de fuerzas exteriores que incluye fuerzas de superficie y fuerzas de vo-
lumen. En el entorno de dicho punto se considera un paralelepipedo infinitesi-
mal definido por seis planos, paralelos dos a dos a los planos coordenados de un
sistema cartesiano de ejes x, y, z.

Sobre cada una de las caras del paralelepipedo actia un vector tension, cuyas
componentes globales se muestran en la figura 2.6. En total aparecen dieciocho
componentes de tensién asociadas a las seis caras del volumen diferencial, las
cuales describen el estado tensional del punto P en el sistema de referencia car-
tesiano.

T
7}:+&dy

S

X

Figura 2.6. Tensiones en las caras de un paralelepipedo elemental.

Se admite que las componentes del tensor de tensiones son funciones conti-
nuas de las coordenadas del punto en el que actiian y que sus incrementos pue-
den expresarse mediante las derivadas parciales respecto de dichas coordena-
das. Por ejemplo, si sobre la cara x = cacttia una tensién normal o, sobrela cara
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opuesta x = c+dx dicha tensién serd o, +(8ox /8x)dx, tal como se indica en la
figura 2.6. Sobre el volumen diferencial actian ademas fuerzas por unidad de

volumen b=|b, b, b, v

Equilibrio de fuerzas

Para que el paralelepipedo elemental esté en equilibrio, es necesario que la
suma de las proyecciones sobre cada uno de los ejes coordenados, de todas las
fuerzas que actdan sobre él, sea nula.

En la figura 2.7 se muestran las tensiones que actiian en la direccién del eje

Figura 2.7. Componentes de las tensiones en la direccion del eje x.

La condicion de equilibrio de fuerzas en la direccion del eje x, conduce a la
ecuacion

o, + do, dx|dydz—o dydz +
ox

8Tyx
T —I—a—dy dxdz—T,dxdz +

Y

Tn T+

Z.

687” dz]dx dy — 7, dxdy + b dxdydz =0
Z

Simplificando y dividiendo por el volumen diferencial dxdydz, se obtiene
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Jo. OT or
X + YX + ZX + b — O
ox Oy 0z

Procediendo de forma analoga en las direcciones de los ejes y, z, se obtienen
otras dos ecuaciones. Asi pues, las tres ecuaciones de equilibrio de fuerzas son
do, OT or

x+ ,VX+ zX +b :0
ox oy 0z

87’Xy N 8(7y N 87'Zy b —0
ox o9y 9z 7
or or Oo

0, en notacién indicial, como
oyt b, =0 (2.4.1)

Estas ecuaciones relacionan las tensiones internas con las fuerzas por unidad
de volumen y constituyen las ecuaciones de equilibrio interno de fuerzas.

Equilibrio de momentos

Ademas del equilibrio de fuerzas, es necesario que en el paralelepipedo elemen-
tal se cumpla el equilibrio de momentos.

Considerando el equilibrio de momentos alrededor del eje z, se observa que
las componentes de las fuerzas paralelas al eje z no contribuyen al momento al-
rededor del eje z. En la figura 2.8 se muestran las componentes de las tensiones
que contribuyen al momento alrededor del eje z.

Si el equilibrio de momentos se plantea respecto a un eje Z, paralelo al eje z y
que pasa por el centro de gravedad del paralelepipedo elemental, las distancias

al eje de las fuerzas resultantes de las tensiones normales (o, 20, 0T T, ),y de

las fuerzas por unidad de volumen, son cero, y el equilibrio de momentos es

afxy
T, T dx
ox

d d
T, dy dz;x + dy dz;x

or,,
T +—"dy

d
-7 dx dz—y —
7 2 Oy

d
dxdz—y =0
2

Simplificando, dividiendo por dx dy dz y pasando al limite dx —0,dy — 0,

esta expresion se reduce a
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Xy yx

Tt

I

=

Figura 2.8. Componentes de las tensiones que contribuyen
al momento alrededor del eje z

Imponiendo de forma analoga el equilibrio de momentos respecto a ejes pa-
ralelos alos ejes y, x, se obtienen tres ecuaciones de equilibrio de momentos, que
pueden escribirse como

Txy :Tyx‘ sz :sz' 7—yz :sz

0, en notacion indicial, como

r=T, (2.4.2)

y Jt

Estas igualdades expresan una propiedad fundamental de las tensiones tan-
genciales: en un punto de un sélido, las componentes de las tensiones tangen-
ciales correspondientes a dos planos mutuamente perpendiculares son iguales
en la direcciéon normal a la arista comun de dichos planos. Este resultado se co-
noce como teorema de reciprocidad de las tensiones tangenciales. El sentido de
ambas tensiones es tal que, para un diedro recto, o bien ambas se dirigen hacia
la arista (figura 2.9a) o bien ambas se separan de ella (figura 2.9b).

Consecuencias sobre el tensor de tensiones

Sustituyendo las ecuaciones de equilibrio interno de momentos (2.4.2) en las
ecuaciones de equilibrio interno de fuerzas (2.4.1) las ecuaciones de equilibrio
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interno quedan en la forma

ij.J

(@) : (b)

Figura 2.9. Reciprocidad de las tensiones tangenciales.

De la misma forma, sustituyendo las condiciones de simetria (2.4.8) en la for-
mula de Cauchy (2.3.5), esta puede expresarse como

X 7—xy sz
Xy Uy T}’Z

Xz yz z

Las ecuaciones (2.4.8), que expresan la simetria del tensor de tensiones, mues-
tran que el estado tensional en un punto de un sélido queda completamente de-
terminado por seis componentes independientes del tensor de tensiones

0,,0,,0,,T . Esta reduccidn se debe a que la simetria del tensor se ob-

xy'sz ’Tyz
tiene como consecuencia directa de las ecuaciones de equilibrio de momentos.

En consecuencia, el equilibrio interno de un sdélido elastico queda descrito
por seis ecuaciones diferenciales independientes: tres ecuaciones de equilibrio
de fuerzas y tres condiciones de simetria del tensor de tensiones.
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Ejemplo 2.1. Vector tensién: componentes globales e intrinsecas

Dado el tensor de tensiones en el sistema cartesiano, en un punto de coordena-
dasx,y, z

« Ty Tw| (300 200 O
c=\r, o, 7,/=|200 =300 O
w Ty O 0 0 150

Se pide:
1. Representar los vectores tension en los planos paralelos a los coordena-
dos.

2. Calcular las componentes globales del vector tensién asociado al plano de
normal unitaria [2/3 —2/3 1/3]T .
3. Calcular el médulo del vector tensién obtenido en el punto 2.
4. Calcular las componentes intrinsecas del vector tension.
5. Calcular el dngulo entre el vector tension y la normal al plano.
Solucidén

1. Representacion de los vectores tension en los planos paralelos a los coor-
denados
Las componentes globales de las tensiones en los planos paralelos a los coorde-
nados se muestran en la figura 2.10.

30077200
7
// ]
150i

7
7

X

Figura 2.10. Componentes de las tensiones en planos paralelos a los coordenados.
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Los médulos, direcciones y sentidos de los vectores tension en los planos pa-
ralelos a los coordenados son

Cara eje x+
X X X xT T T
v=le; & &) =[o, 7, 7.] =[300 200 0
t*|=+/300° +200*> =360,56
tX
o, =acos|——|=acos 300 =33,69°
t* 360,56
tX
a. =acos|—%|=acos 200 =56,31°
g t* 360,56
tX
o, =acos|—=|=acos 0 =90°
t* 360,56

Cara eje y+

X y

v=¢ ¢ ¢]=[r, o .| =[200 -300 0

[t*]= /(200 +(~300)" =360,56

tY
B, =acos|—|=acos 200 =56,31°
| 360,56
t —
3, =acos|—|=acos 300 =146,31°
g | 360,56
tY
B, =acos|—;|=acos 0 =90°
] 360,56

Cara eje z+
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t? 0
=acos|—~|=acos|—|=90°
Ty [tz ] [150]
t [150] ,
v, =acos|—=|=acos| — (=0
] 150

Los vectores tension en los planos paralelos a los coordenados se muestran
en la figura 2.11.

e 136056
/
56—
/'ﬁg”’ s
£ il A
(4
L7 36Q,56 Y
——————— —
/7 136056
2
) 150‘
s

Figura 2.11. Representacidn de los vectores tensién en los planos paralelos a los
coordenados.

2. Componentes globales del vector tension asociado al plano de normal uni-

taria [2/3 —2/3 1/3'

2
t, 300 200 0 32 66,66
t=|t,[=on=|200 300 0 |-7|=|33333
t 0o 0 150 50
3

3. Modulo del vector tension

|t|:\/(tx)2 +(t,) +(c,) =/66,66* +333,33" +50° =343,56 MPa
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4. Componentes intrinsecas del vector tension

o, =t-n= |t||n|cos(t,n) = |t|cos(t,n)

2
n, 32
o,=tm=[t, t, t]n,|=[66,66 33333 50]->|=-161,11MPa
3
n, l
3
T
o":ann:—161,11‘§ % %‘ =[-107,4 107,4 —53,7]

T,=t—o,n=[(66,66+107,4) (333,33-107,4) (50+53,7)]"
=[174 225,9 103,7]

=2+, 7, =1747 +225,9° +103,7* =303,4MPa

T

n

De forma alternativa, la componente tangencial puede obtenerse en la forma

= J|t[* ~|o,n" =+/343,56? —161,11* =303,4MPa

5. Angulo entre el vector tensiéon y la normal al plano

Tn

cos(t,n)—%—%— —0,4689

angulo(t,n)=acos(t,n)=acos(—0,4689)=117,96°

En la figura 2.12 se muestra la representacion, realizada con la aplicacién
LabTE, del plano de tension, normal al plano, vector tensién, componentes in-
trinsecas y componentes globales del vector tensidn.
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Figura 2.12. Plano de tensidn, normal al plano, vector tensidon, componentes
intrinsecas y componentes globales del vector tensién (LabTE).

Ejemplo 2.2. Determinacion del plano libre de tensiones

La matriz de componentes globales del tensor de tensiones en un punto P es

o, 21
c=|2 0 2
1 2 0

Se pide:
1. Determinar la tensién o, con la condicién de que haya un plano libre de
tensiones que pase por el punto P,

2. Determinar la normal unitaria n del plano libre de tensiones.

3. Representar el estado de tensiones en el punto Py el plano libre de ten-
siones.

Solucion

1. Tensién o, con la condicién de que haya un plano libre de tensiones que
pase por el punto P

Aplicando la formula de Cauchy, la condicién de plano libre de tensiones es

t,] [o] [0, 2 1]n,
t,|=l0|=2 0 2|n,
t,| [0 |1 2 on

La solucién de estas ecuaciones es
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on,+2n,+n,=0 = o(-n)+n+n=0 = o,=2 (3)
2n,+2n,=0 = 2(-2n,)+2n, = ny:% )
n+2n,=0 = n =-2n, 1)

2. Normal unitaria n del plano libre de tensiones

Ademas de las tres ecuaciones anteriores, de las cuales sé6lo dos son indepen-
dientes, se dispone de la condicién de que el vector normal n es un vector unita-
rio

2 2 2
n, +n, +n =1

o (=n,)+n,+n,=0 = o,=2 (3)

2(~2n,)+2n, = ny:"?z )
()
2n,+2n,+n,=0 =
2n,+2n,=0 = n,=-n, 1)
n n
n +2n,=0 = ny:?z:—?" (2)

2
2
n4n+n=1 = nz—f—[—n—x] +(-n )Y =1 = nX:i§ (3)

TEORIA DE LA ELASTICIDAD. FUNDAMENTOS Y APLICACIONES EN INGENIERIA P. MARTI



38 CAPITULO 2. TENSIONES

3. Representacion del estado de tensiones en el punto Py del plano libre de
tensiones

Figura 2.13. Representacidn del estado de tensiones en el punto P (imagen de la
izquierda), el plano libre de tensiones y el vector n normal al mismo (imagen de la
derecha). Imagen de la solucién obtenida con LabTE.

2.5. Transformaciones de coordenadas

La formula de Cauchy establece que el vector tensién que actiia sobre un plano
de normal n, conocido el tensor de tensiones referido a un sistema de coordena-
das cartesiano, viene dado por la expresion

t=on (2.5.1)

Sea ahora o el tensor de tensiones referido a otro sistema de coordenadas
cartesiano, también ortogonal, obtenido mediante una rotacion de ejes. El vector
tension correspondiente al mismo plano fisico, cuya orientacion en el nuevo sis-
tema de coordenadas viene definida por el vector unitarion’, viene dado por

* * %

t =on (2.5.2)

Los vectores tension expresados en ambos sistemas de referencia, corres-
pondientes al mismo plano, estan relacionados mediante la matriz de rotacion
de ejes R, de forma que

*

t' =Rt (2.5.3)

La matriz de rotacion R estd formada por los cosenos directores de los ejes
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del nuevo sistema de coordenadas respecto del sistema original. En particular,
sus elementos representan los cosenos de los dngulos -positivos en sentido an-
tihorario- entre cada uno de los ejes nuevos y los ejes antiguos.
cos(x*,x) cos(x*,y) cos(x*,z)
R= cos(y*,x) cos(y*,y) cos(y*,z)
cos(z*,x) cos(z*,z) cos(z*,z)
Los vectores unitarios normales al plano en ambos sistemas de referencia es-
tan relacionados por la misma matriz de rotacion

*

n =Rn

Como la transformacién corresponde a un cambio entre sistemas de coorde-
nadas cartesianos ortogonales dextrégiros, la matriz de rotacién es ortogonal,
por lo que su inversa coincide con su transpuesta

R'=R"

n=R"n (2.5.4)

Sustituyendo las expresiones (2.5.1) y (2.5.5) en la (2.5.3), se obtiene
t =Rt=Ron=RoR'n’

Comparando esta expresion con la ecuacion (2.5.2), se deduce finalmente la
ley de transformacion del tensor de tensiones

6 =RoR" (2.5.6)

La ecuacion (2.5.6) permite obtener el tensor de tensiones referido a cual-
quier sistema de coordenadas cartesiano ortogonal si se conoce el tensor de ten-
siones en otro sistema de referencia y la matriz de rotaciéon que relaciona ambos
sistemas. Esta expresion pone de manifiesto el caracter tensorial de o, ya que
garantiza que el vector tension asociado a un plano dado es independiente del
sistema de referencia empleado para su descripcidn.
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2.6. Analisis de la tension en un punto

2.6.1. Tensiones y direcciones principales

Independientemente del estado de tensiones existente en un punto, siempre es
posible seleccionar un sistema especial de ejes con origen en dicho punto tal que,
al expresar las componentes de la tension en ese sistema, las tensiones tangen-
ciales sean nulas. A estos ejes especiales se les denomina ejes principales de ten-
siones o direcciones principales.

En un plano perpendicular a una direccion principal, el vector tension es per-
pendicular al plano considerado; por tanto, el vector tension es colineal con la
normal al plano y puede expresarse como el producto de un escalar por el vector
normal unitario. A los tres planos perpendiculares a las direcciones principales
se les denomina planos principales, y las componentes normales de la tensién en
dichos planos se denominan tensiones principales, que se representan por
0,,0, ,0'3 .

La tensién principal algebraicamente mayor es la mayor tensién normal que
actiia sobre cualquier plano que pase por el punto, mientras que la tension prin-
cipal algebraicamente menor es la menor tensién normal actuando sobre cual-
quiera de dichos planos.

La existencia de un conjunto de tres direcciones principales en cada punto se
deduce del hecho de que el tensor de tensiones es un tensor simétrico de segundo
orden, propiedad que garantiza la existencia de una base ortogonal de vectores
propios. Todo lo anterior se refiere al estado de tensiones en un punto; en gene-
ral, las direcciones principales en puntos distintos de un sélido no coinciden.
Unicamente en el caso de un estado tensional uniforme las direcciones y tensio-
nes principales son las mismas en todos los puntos del cuerpo.

Las direcciones principales en un punto pueden determinarse cuando se co-
nocen las componentes del tensor de tensiones en algin sistema de coordena-
das. Sea n un vector unitario que define una de las direcciones principales y sea
o la tensidn principal correspondiente al plano cuya normal esn. Al no existir
componente tangencial en dicho plano, el vector tensién es paralelo a n, de
modo que

t=on

Por otra parte, segtin la férmula de Cauchy, el vector tensién asociado a un
plano de normal n viene dado por

t=o0on
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Silanormal al plano coincide con una direccion principal, ambas expresiones
del vector tensién deben ser equivalentes, lo que conduce a la condicion

on=on

Esta ecuacion puede escribirse como

(6—0cl)n=0 (2.6.1)
siendo I la matriz identidad
1 00
I=0 1 0
0 0 1

nelvectorcolumna |n, n, n,|,y

El sistema de ecuaciones (2.6.1) es un sistema homogéneo de tres ecuaciones
lineales para los cosenos directores, que deben ademas satisfacer la condicién
de que n es un vector unitario

2 2 2
n;+n, +n;, =1 (2.6.2)
En forma expandida, la ecuacién (2.6.1) es

(UX —a)nx +7,n,+7,n,=0

TN +(ay —U)ny +7,,n,=0 (2.6.3)

' x

T, M, +T,n, —I-(az —a)nz =0

Los tres cosenos directores no pueden ser todos cero, ya que deben satisfacer
la ecuacion (2.6.2). Un sistema de ecuaciones homogéneas lineales, como el de
la ecuacion (2.6.3), tiene soluciones que no son todas cero siy solo si el determi-
nante de la matriz de coeficientes es igual a cero

o, —0 T, T,
T o,—o 7, |=0 (2.6.4)
T, Ty o,—0

Para valores dados de las nueve componentes de la tensién, la ecuacién
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(2.6.4) es una ecuacidn cuibica para la incégnita o . Puesto que la matriz de ten-
siones es simétrica y tiene elementos reales, las tres raices de la ecuacién cubica
son todas niimeros reales. Las tres raices pueden obtenerse por cualquiera de
los métodos estandar de analisis numérico.

El desarrollo de este determinante conduce a una ecuaciéon cubica, llamada
ecuacion caracteristica,

o’ —lo*+Lo—1,=0 (2.6.5)
donde los simbolos I,,1,,I, son invariantes escalares del tensor de tensiones,
definidos por

l,=0,+0,+0,

g T g T g
y vz X Xz X Xy
I,= + +
sz az sz Uz T X g y
Ux Xy Xz
I :det|0'|: Tw O, T,
zx zy az

Las raices de la ecuacion caracteristica (2.6.5) son los valores propios del ten-
sor de tensiones ¢ y se denominan tensiones principales o,,0,,0,,y los vectores
propios asociados corresponden a las direcciones principales.

Una vez determinada una tension principal, por ejemplo o, , su valor se sus-
tituye en el sistema (2.6.3), que se reduce a dos ecuaciones lineales independien-
tes. Dichas ecuaciones pueden resolverse junto con la ecuacién de normalizacion
(2.6.2) para obtener los cosenos directores de la direccién principal asociada. El
procedimiento se repite para o, . La tercera direccién principal se obtiene impo-

niendo la ortogonalidad con las dos anteriores y el requisito de que las tres di-
recciones formen un sistema ortogonal dextrégiro, lo que conduce a

n,=n, xn,

Invariantes

Dado que las tensiones principales son las raices de la ecuacién caracteristica
del tensor de tensiones y dichas raices no dependen de la eleccién del sistema
de coordenadas, los coeficientes de esta ecuacién ctibica son también indepen-
dientes del sistema de referencia. En consecuencia, las magnitudes I, ,, I, aso-

ciadas a dichos coeficientes son escalares invariantes frente a rotaciones del
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sistema de ejes cartesiano y se denominan invariantes del tensor de tensiones.

Silos ejes de referencia se eligen de modo que coincidan con las direcciones
principales, el tensor de tensiones queda expresado Unicamente mediante ten-
siones normales, y los invariantes adoptan las siguientes expresiones en funciéon
de las tensiones principales

I,=0,+0,+0,
I, =(0,0, +0,0;,+0,0,)

I, = det|o| =0,0,0,

Elescalar I, es el primer invariante del tensor de tensiones o invariante lineal.

Coincide con la traza de la matriz del tensor de tensiones y es igual a la suma de
los elementos de su diagonal principal,

l,=0,+0,+0,=0,+0,+0,

El escalar I, es el segundo invariante del tensor de tensiones. Se trata de una

expresion cuadratica homogénea en las componentes del tensor y por ello se
denomina también invariante cuadrdtico

I, :(Uxay—i—ayaz—ﬁ—azax)—ﬁiz —l—TjX —l—Tfy)

=(0,0,+0,0,+0,0,)

Por ultimo, I, es el tercer invariante del tensor de tensiones y coincide con el

determinante de la matriz del tensor de tensiones. Es una expresién ctuibica ho-
mogénea en las componentes del tensor y por ello se denomina también inva-
riante ctibico

I, = det|0'| =0,0,0,

Los invariantes I, I,, I, dependen unicamente del estado tensional en el
punto considerado, siendo completamente independientes del sistema de coor-
denadas elegido para describir dicho estado.

Conocidas las tensiones principales ¢,,0,,0, en un punto, y adoptando como
ejes de referencia los coincidentes con las direcciones principales, el vector ten-
sion correspondiente a un plano definido por el vector normal unitario n cuyos
cosenos directores son n,,n,,n, (figura 2.14), viene dado por

t. =on =123

1 1
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gy =~

()

Figura 2.14. Vector tensién a partir de las tensiones principales.

Ejemplo 2.3. Tensiones y direcciones principales

La matriz del tensor de tensiones en un sistema de coordenadas cartesiano xyz,
es

S AN
N O O

Se pide:
1. Lastensiones principales.
2. Las direcciones principales.

3. Las tensiones tangenciales maximas.
Solucidén

1. Tensiones principales

El problema de autovalores es

o, —0 T, Ty n| 1-o 2 0 n,
[G—Ul]nzo T o,—0 T, n,|= 4—0 0 n,|=0
T Ty o,—oln| |0 0 6—o|n,

La ecuacién caracteristica es
3 2 —
o' —lLo"+Lo—1,=0

Siendo los invariantes
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ILL=o,+0,+0,=1+4+6=11

UJ’ T}’Z Jx sz X Txy 4‘ 0 1 O 1 2
L= + + = + + =30
Ty O, |Tw O, w O, [0 6] |0 6 |2 4

o, w T 1 2 0
I,=detlo|=|7, o, 7,|=2 4 0=0
« Ty 0,0 [0 0 6

Sustituyendo los valores de los invariantes en la ecuacién caracteristica se
tiene

0’ —11-0°4+30-0—0=0
que puede ponerse en la forma

olc?*=11-0+30)=0
( )

Una solucién es o, =0 y las otras dos soluciones son las de la ecuacion de
segundo grado o0, =6,0,=5. Ordenando los valores de o, de forma que

o, >0, > 0,, las tensiones principales son
T T
0':[01 o, 03] :[6 5 0]

2. Direcciones principales

e  Direccién principal 1. c =0, =6

1-6 2 0 |[nM
2 4-6 0 |n’]=0
0 0 6—6|n"

e
2n;
5 t=nP=nM=0
X y
O (€0 (E) RN
2n° —2n"=0=n"=n,

® w_ M _
=5, +2n;° =0=n"=

(1 _
On;” =0
2 2 2 2 2
i 40l 0V =1=0" 40" +nl" =10V =1=nV =+1

M _ M _ M _
n'=0 n-"~=0 n-"=1
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Se adopta la direccién y sentido positivo del eje z

w _ m _ m_
n =0 n-=0 n~=1

e  Direccién principal 2. 0 =0, =5

@
—4n? +2n? =0=n® =2
y X 2

@ _ @ _
2n,” —n;” =0
@ _ @ _
n”=0=n"=0
2
(2) 2

2 2 2 n 2 2 4
n)((z) + n® + & =1= —x + n® +00=1= "y ="=n® =4
v z 2 y v v

5
1 2
nP=—4+_— pB_4 = ,&_p
X \/g y \/g z
Se adoptan los sentidos positivos

1
@ _
n”=—

N3

e  Direccién principal 3. 0 =0, =0

2
2 _
n;~ =

J5

@ _
n” =0

1-0 2 0 ||n®
2 4-0 0 [nP=0
0 0 6—0n?

)
n® 420 =0=n® = 2
y Yy 2

(3) (3)
2n" +4n” =0
6n =0=n® =0

@3))?

+02=1=n® :§:>nf(3):ii

J. S

GF | GBF 1 BF _ O
nS +n’ +n” =1=n" +
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Las direcciones posibles son

2
n®— 4 ®) n® —0

1
X n = :F_ z
NN
Puesto que esta direccidn tiene que ser perpendicular a las direcciones 1y 2,

y el sistema tiene que ser dextrégiro, las componentes de la direccién principal
3 son

2 1
n¥=_— "~ nf) =— nV=0
5 J5
A esta misma solucidn se llega mediante el producto vectorial de las direccio-
nes principales 1y 2

i i Kk
() _ p() @ 2. 1.
n’=n"’ xnv =0 0 1l=—F=i+—j
NN
1 2 0
NN
3. Tensiones tangenciales maximas
- 6—5 - 6—0 - 5-0
ra= % 272 g5, 20D 2T 30, DB 270 s
2 2 2 2 2 2

2.7. Tensores esférico y desviador

Sea ¢ la tensién normal media en un punto y p la presién normal media, defini-
das como

1 1
U:—pZE(U1 +o0, —1—03):511

Con estas definiciones, el tensor de tensiones en un punto puede expresarse
de forma tnica como la suma de dos tensores: uno que representa un estado de
tensiones esférico o hidrostatico, denominado tensor esférico, y otro que repre-
senta el estado restante, denominado tensor desviador.

El tensor esférico corresponde a un estado tensional en el que todas las ten-
siones normales son iguales a -p y todas las tensiones tangenciales son nulas.
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Dicho tensor se obtiene como el producto del escalar -p por la matriz identidad

-p 0 O
cI=—pl=l0 —p O
0 0 -—p

El tensor desviador de tensiones se define como la diferencia entre el tensor
de tensiones total y el tensor esférico
Ux 7—xy sz
(d) _ | ' '
¢’ =o+pl=\7, o, T,
T T o

zX zy z
donde

0,=0,—0=0,+p, 0,=0,—0=0,+p

og,=0,—0=0,+p

Esta descomposicion del tensor de tensiones en una parte esférica y otra des-
viadora es invariante frente a rotaciones del sistema de referencia y depende tini-
camente del estado tensional en el punto considerado.

Es habitual afirmar que las tensiones desviadoras producen cambios de
forma, mientras que las tensiones hidrostaticas producen cambios de volumen
sin cambio de forma. Esta afirmacién es estrictamente valida en medios conti-
nuos isétropos, es decir, en materiales cuyas propiedades mecdanicas son iguales
en todas las direcciones.

En efecto, una presién hidrostatica uniforme aplicada a una esfera formada
por un material is6tropo reduce su volumen sin alterar su forma. Sin embargo,
si el material es anis6tropo, de modo que presenta distinta rigidez seguin la di-
reccién, un mismo estado de presidn hidrostatica puede producir deformacio-
nes diferentes en direcciones distintas y, por tanto, dar lugar a cambios de forma.
En consecuencia, una presion hidrostatica puede producir cambios de forma en
materiales anis6tropos.

2.7.1. Valores principales del tensor desviador

Las direcciones principales del tensor desviador coinciden con las direcciones
principales del tensor de tensiones total. Esto se debe a que ambos tensores di-
fieren inicamente en una parte esférica, la cual no introduce tensiones tangen-
ciales y no altera las direcciones principales.
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Las tensiones principales desviadoras vienen dadas por
0,=0,—0=0,+p (2.7.1)

En problemas tridimensionales resulta, en muchos casos, mas sencillo deter-
minar primero las tensiones principales desviadoras y utilizar posteriormente
la ecuacién (2.7.1) para obtener las tensiones principales del tensor de tensiones
total. Esta ventaja se debe a que la ecuacion caracteristica del tensor desviador
no contiene término.

En efecto, si o, es una cualquiera de las tensiones principales desviadoras,

un razonamiento analogo al seguido para las tensiones y direcciones principales
conduce a

o*+Lo —I,=0

donde I'1 =0, 1'2,1; son los invariantes del tensor desviador ¢“’, definidos de

forma analoga a los invariantes del tensor de tensiones, pero calculados a partir
de las componentes del tensor desviador.

2.8. Tensiones octaédricas. Tensores esféricoy
desviador

2.8.1. Planos octaédricos

Se definen los planos octaédricos como aquellos planos que estan igualmente in-
clinados respecto a los tres ejes principales de tensiones, de forma que, en el
sistema de ejes principales, los planos octaédricos forman las caras de un octae-
dro regular (figura 2.15).

Los cosenos directores de las normales unitarias a dichos planos satisfacen
la condicién de igualdad de sus médulos. Junto con la condicién de normaliza-
cién del vector unitario, se obtiene

o
1

o
2

o
3

n

n

n

lo que unido al caracter unitario de los vectores conduce a

— (2.8.1)

Las distintas combinaciones de signos de los cosenos directores que se
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derivan de la ecuacién (2.8.1) generan los ocho planos octaédricos representa-
dos en la figura 2.15.

Figura 2.15. Ejes principales y planos octaédricos.

2.8.2. Tensiones octaédricas

Considerando, sin pérdida de generalidad, el plano definido por los valores po-
sitivos de los cosenos directores, el vector tensidn que actia sobre dicho plano
viene dado por

1 1 1

04, t;zﬁUZ, tg:ﬁ

La tensién normal octaédrica en dicho plano se obtiene como la proyeccion
normal del vector tensién

o __
tl - 03

Ozal+az+03zl

o,=t’-n; ——
3 3

mientras que la tension tangencial octaédrica se calcula a partir de la compo-
nente tangencial del vector tensiéon

—0’ (2.8.2)

donde
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|

_ 1

3 3

a; 0_32_(01—1—02—}—03)2—2(0102—1—0103—1—0203) I

2

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (2.8.2) se obtiene finalmente

Las tensiones o, y 7, dependen tinicamente de los invariantes del tensor de

tensiones. Por tanto, ambas son escalares invariantes del estado tensional, lo que
significa que pueden calcularse en cualquier sistema de referencia, aunque los
planos sobre los que actiian estén definidos geométricamente en el sistema de
ejes principales.

2.8.3. Tensores esférico y desviador

Definidas las tensiones octaédricas, el tensor de tensiones correspondiente a un
estado tensional puede descomponerse en la forma

6=0"9 +g?
donde
6“=—pl 6=0+pl

Esta descomposicion expresa que todo tensor de tensiones puede separarse
en una parte esférica o hidrostatica, asociada a la presién media, y una parte
desviadora, responsable de las diferencias entre las tensiones principales.

Desde un punto de vista puramente matematico, existen infinitas descompo-
siciones posibles de un tensor en una parte esférica y otra no esférica. Sin em-
bargo, la descomposicién definida por la presiéon media resulta especialmente
significativa, ya que esta directamente relacionada con los invariantes del tensor
de tensiones y posee una clara interpretacion fisica.

En particular, en materiales continuos isétropos, la parte esférica del tensor
de tensiones esta asociada al cambio de volumen, mientras que la parte desvia-
dora esta vinculada al cambio de forma. Ademas, numerosos criterios resisten-
tes, entre ellos el criterio de plastificacion de von Mises—-Hencky-Nadai, estable-
cen el inicio de la plastificacién cuando una magnitud asociada al tensor desvia-
dor alcanza un determinado valor umbral.

Resulta ilustrativo calcular algunos invariantes de los tensores esférico y des-
viador
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I} =30,=1,
12
I =30?="L
3
Il =1 -30,=0

d
I, :<01 —0’0>(O'2 —00)+((71 —ao)(a3 —O’O)—l-(O'Z —0’0>(0'3 —ao)
=0,0,+0,0,+0,0,—20, (01 +o,+o0, ) + 305
I I I
=1I,-221,+3+t=[,—+
3 9 3
A partir de estos resultados es inmediato establecer la relacién entre las ten-
siones octaédricas correspondientes al tensor esférico y al tensor desviador con
las tensiones octaédricas del estado tensional del que derivan

o =0,
P L

T;’:JEI{J -2 =0

9 3

d
0321—1:0

3

12

Ty = _gls g[z_?]_%

2.9. Valores extremos de las componentes
intrinsecas del vector tensién

La tensién normal que actiia en un punto de un plano cuya normal es el vector
unitario n, expresada en funcién de las tensiones principales ¢,,0,,0,,y de los

cosenos directores n,,n,,n, de dicho vector, viene dada por

o :t-n:tTn:[cn]Tn:alnf + 0,1 + o0’ (2.9.1)

n

Dado que n es un vector unitario, sus cosenos directores deben satisfacer la
ecuacion

nl+n+nl=1 (29.2)

Los maximos de la tensién normal se pueden obtener despejando de la ecua-
cién (2.9.2) uno de los cosenos directores, sustituyéndolo en la ecuacion (2.9.1),
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derivando respecto a los otros dos cosenos directores e igualando a cero las ex-
presiones obtenidas.

Los valores extremos de la tensiéon normal pueden determinarse planteando
un problema de extremos condicionados. Para ello, se elimina uno de los cosenos
directores mediante la ecuacion (2.9.2), se sustituye en la expresién de o,y se
imponen las condiciones de estacionariedad respecto a los cosenos restantes.
Despejando n, de la ecuacion (2.9.2)

2 2 2
n, =1—n; —n

y sustituyendo en la ecuacion (2.9.1) se obtiene
2 2
1

o 2 2
o, =0.N +0,Nn, +0; —0;n] —0,N,

Derivando respecto de n, y n,, e igualando a cero, se obtiene

9o, =20,n, —20,n, =2n,(0, —0,)=0
on,
9, =20,n, —20,n, =2n,(0,—0,)=0
on,

La solucién de estas ecuaciones, junto con la condicion de normalizacidon
(2.9.2), conduce a

n=0 n=0 n==+1
Eliminando n, o n,, enlugar de n,, se obtiene las direcciones

n=0 n=+1 n,=0
n==+1 n=0 n=0

Como puede observarse, las direcciones obtenidas coinciden con las direc-
ciones principales de tensiones. En consecuencia, los valores maximos y mini-
mos de la tension normal se producen en los planos principales y dichos valores
coinciden con las tensiones principales.

Adoptando el criterio de ordenacién o, >0, >0,, la mayor tensiéon normal
corresponde al plano principal 1, mientras que la menor tensién normal corres-
ponde al plano principal 3.

El médulo del vector tensién que actiia sobre un plano de normal n, en fun-
cion de las tensiones principales y de los cosenos directores, es
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_ 2. 2 2 2 2.2
|t|— o +o,n, +o3n,

y, teniendo en cuenta la expresion de la tensiéon normal, ecuacién (2.9.1), el moé-
dulo de la tension tangencial puede escribirse como

2
T, = \/(ofrf +oin +a32n32)— (olnlz +o,n + a3n32) (2.9.3)

Este valor representa la maxima tensién tangencial que actia sobre el plano
considerado, es decir, la resultante de las componentes tangenciales segin cual-
quier par de direcciones perpendiculares contenidas en dicho plano.

Los valores maximos de la tensién tangencial entre todos los planos que pa-
san por el punto se obtienen aplicando un procedimiento analogo al utilizado
para la tensién normal. Eliminando uno de los cosenos directores mediante la
ecuacion (2.9.2) sustituyendo en la ecuacidn (2.9.3) y exigiendo estacionariedad
respecto de los cosenos restantes, se obtiene el sistema

1
n, (01 703)nf +(02 703)n§ 75<01 703) =0

n, =0

1
(01 —03)nf +(02 —03)n§ —E<O'2 —03)

Una solucidn de dicho sistema, junto con la ecuacién (2.9.2), es
n=0 n=0 n==+1

la cual corresponde a una direccién principal, para la que la tensién tangencial
es nula. Las restantes soluciones no triviales son

1 1
n=0 n=+,/— n==4,|—
Y S

1 1
nlzj:\/; n,=0 n3:j:\/;

Repitiendo el procedimiento eliminando alternativamente cada uno de los
cosenos directores, se obtienen seis direcciones distintas, recogidas en la tabla
2.1. Sustituyendo dichas direcciones en la ecuacién (2.9.3) se obtienen los valo-
res correspondientes de la tensién tangencial, que se muestran en la dltima fila
de la tabla.

De los resultados anteriores se concluye que, mientras que los valores maxi-
mos y minimos de la tensiéon normal se producen sobre planos perpendiculares
a las direcciones principales, los valores extremos de la tensién tangencial se
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producen sobre planos cuyas normales coinciden con las bisectrices de las di-
recciones principales, tomadas dos a dos.

Tabla 2.1. Direcciones y valores de las tensiones tangenciales de valor cero y de
valor maximo.

Direcciones principales Bisectrices direcciones principales

1 2 3 1-2 1-3 2-3
n, +1 0 0 + 1 + 1 0

2 2
n, 0 0 +1 0 + 1 + 1
2 2
- 0 0 0 0,0, 0,05 0, 95
! 2 2 2

En particular, de acuerdo con el criterio de ordenacién adoptado, la maxima
tensién tangencial absoluta se produce en los planos cuyas normales son las bi-
sectrices entre las direcciones principales 1y 3, y su valor viene dado por

2.10. Representaciones graficas del tensor de
tensiones

El estado tensional en un punto de un sdlido puede representarse de diversas
formas geomeétricas y graficas, cada una de las cuales pone de manifiesto distin-
tos aspectos del tensor de tensiones y resulta especialmente adecuada para de-
terminados anilisis.

En este apartado se describen tres de las representaciones mas habituales
del tensor de tensiones: el elipsoide de tensiones de Lamé, la representaciéon en
el espacio de las tensiones principales y los circulos de Mohr.

Estas representaciones permiten visualizar el estado tensional, identificar de
forma intuitiva las tensiones principales y las tensiones normales y tangenciales
extremas, y facilitan el andlisis y la interpretacién fisica de los resultados obte-
nidos.
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2.10.1. Elipsoide de tensiones de Lamé

Sea P un punto interior de un s6lido elastico. Si se consideran todos los planos
que pasan por dicho punto y, para cada uno de ellos, el vector tensién asociado,
el lugar geométrico descrito por los extremos de dichos vectores tensidn, al va-
riar la orientacion del plano, es un elipsoide denominado elipsoide de tensiones
o elipsoide de Lamé, cuyos ejes coinciden con las direcciones principales del ten-
sor de tensiones.

Para su deduccién, se considera un sistema de referencia cartesiano con ori-
gen en el punto Py ejes coincidentes con las direcciones principales. Sean x, y, z
las coordenadas del extremo del vector tensiéon t correspondiente a un plano

cuya normal unitaria es n. Si ¢,,0,,0, son las tensiones principales, la féormula

de Cauchy permite escribir

x| |op 0 O0fn,
yi=10 o, 0jn,

z 0 0 o4n
de donde se obtiene
X=o,n, Yy=o0,n,, Z=0,n (2.10.1)
Teniendo en cuenta que el vector normal n es vector unitario, se cumple
n+n;+n; =1

Sustituyendo las relaciones (2.10.1) se obtiene finalmente la ecuacién

XZ yZ ZZ B 1
st et =

0-1 2 03

que es la ecuacion de un elipsoide referido a unos ejes con origen en P (figura

2.16). Los semiejes del elipsoide coinciden con las direcciones principales y sus

longitudes son los valores absolutos de las tensiones principales ¢,,0,,0,.

Cuando dos de las tensiones principales son iguales, el elipsoide degenera en
un elipsoide de revolucion. Cuando las tres tensiones principales son iguales, el
elipsoide se convierte en una esfera, correspondiendo a un estado de tensiones
hidrostatico, en el que cualquier direccién del espacio es una direccién principal.

El elipsoide de Lamé proporciona una representaciéon geométrica directa del
estado tensional en un punto, permitiendo visualizar de forma inmediata las di-
recciones principales y los valores relativos de las tensiones normales asociadas
a los distintos planos.
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Figura 2.16. Elipsoide de tensiones de Lamé.

2.10.2. Representacion en el espacio de las tensiones
principales

Sea un sistema de referencia principal, en el que las componentes del tensor de
tensiones vienen dadas por las tensiones principales ¢,,0,,0,. En este espacio,
un punto Q representa un estado tensional arbitrario.

La descomposicion del tensor de tensiones introducida en el apartado 2.7, en
sus partes esférica y desviadora, puede representarse en este espacio mediante
pseudovectores, tal y como se muestra en la figura 2.17,

06-00'+ 0

donde
Jl Uo 01 _Uo
0Q=|o,|, 0Q'=|0o,|, Q'Q=|0,—0,
03 Uo 03 _Uo

El pseudovector OQ", que representa la parte esférica del estado tensional, se

encuentra situado sobre la diagonal principal del sistema de ejes principales. Por

su parte, el pseudovector Q'Q, que representa la parte desviadora, es perpendi-

cular a dicha diagonal.
En efecto, el producto escalar entre ambos vectores es nulo
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0'1_0'0
w'mz[oo o, o,||o,—0, :oo(ol+az+a3)730§:0
03_00

Figura 2.17. Descomposicidn de un tensor en sus partes esférica y desviadora en el
espacio de las tensiones principales.

Debe observarse que la descomposicién de un tensor de tensiones en una
parte esférica y otra complementaria no es, desde un punto de vista puramente
matemadtico, Unica. Sin embargo, inicamente cuando la parte esférica se define
a partir de la presion media (o, equivalentemente, de las tensiones del plano oc-
taédrico), la parte restante -el tensor desviador- tiene una representacién geo-
métrica mediante un pseudovector estrictamente perpendicular a la diagonal
principal del sistema de tensiones principales. Esta propiedad confiere a dicha
descomposicién un caracter privilegiado y un significado fisico claro.

La representacion en el espacio de tensiones principales, también conocida
como representacion de Haigh-Westergaard, consiste en proyectar el estado ten-
sional sobre un plano perpendicular a la diagonal principal (figura 2.18), obte-
niendo de este modo una representacion bidimensional del estado tensional.

En esta representacion, la parte esférica del estado tensional queda proyec-
tada en el origen, mientras que la parte desviadora aparece representada en ver-
dadera magnitud, como consecuencia directa de la ortogonalidad entre los pseu-
dovectores esférico y desviador.

Es importante destacar que un Unico punto en el plano de Haigh-Wester-
gaard representa infinitos estados tensionales distintos, todos ellos caracteriza-
dos por el mismo tensor desviador, pero con diferentes valores de la parte esfé-
rica. Este hecho explica cémo un estado tensional tridimensional puede repre-
sentarse en un plano: la informacién asociada al tensor esférico ha sido
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eliminada deliberadamente.

O3 A

0

! Diagonal principal

Qr

Figura 2.18. Representacion de Haigh-Westergaard.

La representacion de Haigh-Westergaard careceria de interés si la parte es-
férica del tensor de tensiones tuviera un papel relevante en el fenémeno que se
desea analizar. Sin embargo, existen numerosos problemas de interés practico
en los que el comportamiento del material depende exclusivamente del tensor
desviador. Es el caso, por ejemplo, de conjuntos de estados tensionales cuyos
tensores desviadores tienen médulo inferior a un cierto valor, o de estados ten-
sionales cuyas tensiones tangenciales maximas no superan un umbral determi-
nado.

Para este tipo de situaciones, entre las que se incluyen los criterios de plasti-
ficacidn, la representacion de Haigh-Westergaard resulta especialmente ttil. Di-
chos criterios se estudiaran con mayor detalle en el capitulo correspondiente.

2.10.3. Los circulos de Mohr

Fundamentos de los circulos de Mohr
Mediante el procedimiento que se desarrolla a continuacién es posible repre-
sentar graficamente, en un plano, las componentes intrinsecas -normal y tan-
gencial- del vector tensién correspondientes a los infinitos planos que pasan por
un punto.

En lo que sigue se adopta la convencién ¢, >, >0,, de modo que las dife-
rencias entre tensiones principales son no negativas.

En este analisis, las componentes intrinsecas se consideran mediante sus va-
lores escalares: la tensién normal o, y el valor escalar (con signo) de la tensién

tangencial 7, . Estas magnitudes serdn las que se representen graficamente en el
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plano de los circulos de Mohr.
El vector tensidn en un punto P, correspondiente a un plano cuya normal uni-
taria es n, y referido al sistema de direcciones principales, viene dado por

t= [Jln1 o,n, o,n, ]T
Calculando el mddulo del vector t y elevandolo al cuadrado, se obtiene
|t|2 =0l +on; +oinl =0 +7° (2.10.2)
Por otra parte, el médulo de la tensiéon normal viene dado por
o, =0, +0,m, +o,n; (2.10.3)
y los cosenos directores del vector normal satisfacen la condicién de normaliza-
cion
ny +n, +n; =1 (2.10.4)
El sistema formado por las ecuaciones (2.10.2), (2.10.3) y (2.10.4) permite
estudiar la variacion de las componentes normal y tangencial del vector tension

al variar la orientacién del plano.
El signo de la tensién tangencial 7, viene determinado por la convencién

adoptada en la construccion del circulo de Mohr y no constituye una propiedad
intrinseca del estado tensional.

Variacion para un coseno director constante
Si se fija uno de los cosenos directores, por ejemplo n, = cte,, lo que equivale a

hacer variar la normal n segin las generatrices de un cono de revolucién de eje
la direccidn principal 1 (figura 2.19), el sistema anterior se reduce a

2,2 22 2 2 2.2

oy, + o3y = o, +T,—o0 N
2 2 2

on, + oy = o,—o

2 2 . 2

n, + n = 1-n

Para que este sistema homogéneo admita soluciones distintas de la trivial, el
determinante de la matriz de coeficientes debe anularse

2 2 22 2 2
O, +T, o 0; 03

2 —
o, —0o,n o, 0,/=0
1—nf 1 1
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v

Figura 2.19. Variacién del vector n para « constante.

Desarrollando este determinante por los elementos de la primera columna y
dividiendo por (o—z —03) se obtiene la ecuacion de una familia de circunferen-

cias concéntricas
C,: 05 +7’5 —0'n<0'2 +J3)—|—0203 +nf(o3 —01)<01 —02):0

Estas circunferencias tienen su centro comun en el punto 01, cuyas coorde-

0,+o 1 c N
nadas %, 0| representan la tension normal media. Dicho punto se de-

fine en un sistema cartesiano en el que el eje de abscisas corresponde a la ten-
sién normal o, y el eje de ordenadas a la tension tangencial 7, .

Para n, =0, la ecuacion se reduce a
R —
Ci: o,+T, —an(oz +a3)—|—0203 =0

Esta circunferencia corta al eje o en dos puntos diametralmente opuestos,
de abscisas 0,yo,, porlo que suradio es R, = (az -0, )/2 :
Procediendo mediante un razonamiento analogo para n, = cte., se obtiene la

familia de circunferencias

iz s s 2 2 2 .
! Desarrollando la ecuacién de una circunferencia (Un — a) + (Tn — b) =R" eiden-

tificando componentes, b=0, a= (02 +o0, )/2
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L2 2 2 o
C,: o,+7, —0'"(0'1 +U3)+0103 +n, (01 —02)(02 —03)—0
que para n, =0, se reduce a
R _
C,: o,+T, —O’n(O'l —|—03)—|—0103 =0
correspondiente a una familia de circunferencias con centro en el punto O; de

o, +o,

coordenadas , 0, yradio R, = (01 -0, )/2 .

Finalmente, haciendo n, = cte, se obtiene
L2 2 2 o
C,: o+, _Un<01 +02)+0102 +n; (02 —03)(03 —al)fO
que para n, =0, se reduce a
L2y 2 _
C,: o,+T, —Un(ol +JZ)+0102 =0
correspondiente a una familia de circunferencias con centro en el punto Oz de

o, +o,

coordenadas — O], yradio R, = (O’l -0, )/2

Interpretacion global

El desarrollo precedente permite considerar todas las posibles orientaciones de
los infinitos planos que pasan por el punto P. La figura 2.20 representa en el
plano o,,7, los valores de las componentes normal y tangencial del vector ten-

sién para cualquier orientacion del plano.

Los tres circulos obtenidos se denominan circulos de Mohr. Se demuestra que
cualquier punto representativo del vector tension correspondiente a una orien-
tacion arbitraria del plano se encuentra en el interior del circulo mayor y en el
exterior a los dos circulos menores.

Los circulos de Mohr proporcionan asi una representaciéon grafica completa
del estado tensional en un punto, permitiendo determinar de forma inmediata
las tensiones normales y tangenciales correspondientes a cualquier plano, asi
como identificar los valores extremos de ambas magnitudes.

Aplicaciones de los circulos de Mohr

Los circulos de Mohr permiten resolver de forma grafica numerosos problemas
relacionados con el estado tensional en un punto. Entre las aplicaciones mas ha-
bituales se encuentran:

a) la determinacién de las componentes intrinsecas del vector tensiéon a
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partir de los dngulos (o cosenos directores) de la normal al plano, y
la determinacién de la orientacion del plano (dngulos o cosenos directores

de su normal) a partir de las componentes intrinsecas del vector tensién.

Determinacion de las componentes intrinsecas del vector tension a
partir de la orientacion del plano

Conocidos los angulos que la normal a un plano forma con las direcciones prin-
cipales, es posible determinar graficamente las componentes intrinsecas del
vector tension correspondiente a dicho plano (Figura 2.20).

A T
g, -

G,
| // 1
7 M/ , |
"D ~Ci |
Y= S :
T 4 |
| (] Y V) I

A O'l B o o
C
03
0y
g

Figura 2.20. Determinacidn de las componentes intrinsecas.

El procedimiento operativo es el siguiente.

1.

Se calculan previamente las tensiones principales y se trazan los tres
circulos de Mohr.

Por la vertical correspondiente a la tensién principal o, se trazaunarecta
que forma con la vertical el angulo o= acos(nl), interceptando a la cir-
cunferencia exterior C; en el punto D.

De manera andloga, por la vertical correspondiente a la tensién principal
o, se traza unarecta que forma el angulo v = acos(n3) conlavertical, que

corta a la misma circunferencia en el en el punto E.
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4. El punto M de interseccién de las circunferencias, centradas en 0, y 0, y

que pasan respectivamente por D y E, proporcionan las coordenadas in-
trinsecas o,,7, del vector tension correspondiente al plano considerado.

El mismo resultado puede obtenerse empleando cualquier otra pareja de an-
gulos entre la normal al plano y dos direcciones principales.

b) Determinacion de los angulos (o cosenos directores) de la normal a

un plano con los planos principales, conocidas las componentes in-
trinsecas del vector tension

Conocidas las componentes intrinsecas del vector tension, representadas por el
punto M en el diagrama de Mohr, es posible determinar graficamente los angulos

que la normal al plano correspondiente forma con las direcciones principales
(figura 2.21).

A
a, /.E
G,
// o~
| A/
| D& VA \Q
T 5
l Q
A 0, B o
C,
[0
0_2
0,

Figura 2.21. Determinacidn de los dngulos del vector normal con los ejes
principales.

El procedimiento operativo es el siguiente.
1. Se calculan las tensiones principales y se trazan los tres circulos de Mohr.

2. Se posiciona en el diagrama el punto M mediante las coordenadas intrin-
secas o,,7, del vector tension.

3. Setrazaun arco de circunferencia C,, paralelo a C,, que pase por el punto
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My se obtiene el punto D de interseccién con la circunferencia C,. El an-

gulo o que forma la normal al plano con la direccién principal asociada a
o, ,eselangulo delarecta DC conla vertical por C, o, de forma equivalente,

el angulo BAD.

4. De manera andloga, se traza un arco de circunferencia C, paralelo a C,
que pase por el punto M, obteniéndose el punto E. El dngulo ~ se deter-
mina como el dngulo que forma la recta correspondiente o, conlavertical
por el centro adecuado, o equivalentemente como el angulo BCE.

5. Paralatension principal intermedia o, , se traza un arco de circunferencia

C,, paralelo a C, que pase por el punto M, y se obtienen los puntos Fy G,

a partir de los cuales se determina el dngulo .

Conocidos dos de los angulos, y por tanto dos cosenos directores de la normal
al plano, el tercero se obtiene imponiendo la condicién de que dicho vector nor-
mal es unitario.

En la figura 2.22 se muestra una construccién alternativa, basada en los an-
gulos dobles asociados a las aperturas de los conos de direcciones normales, que
permite facilitar la determinacién grafica de la orientacion del plano o, alterna-
tivamente, de las componentes intrinsecas del vector tension.

\{

T3

g,

Figura 2.22. Determinacidn alternativa de los angulos dobles o de las
componentes intrinsecas.
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Ejemplo 2.4. Circulos de Mohr: determinaciéon de componentes intrinsecas

Se conoce la matriz del tensor de tensiones en un sistema cartesiano.

1 2 0
o=|2 4 0
0 0 6

Se pide:
1. Elvector tensidn correspondiente al plano cuyo vector normal es la direc-
cién que forma el mismo dngulo con los tres semiejes positivos.

2. Las componentes intrinsecas del vector tensién del apartado 1. Deben cal-
cularse de forma gréfica y de forma analitica.

3. Latension tangencial maxima y el plano en el que actia.

Solucion

1. Vector tension correspondiente al plano cuyo vector normal es la direc-
cién que forma el mismo dngulo con los tres semiejes positivos

n,=n =n

X y z

2 2 2
n +n,+n, =1

(=
N © O
&l &I~ &l

-
I
q
=
I
S o =

2. Componentes intrinsecas del vector tension del apartado 1

e  (Calculo analitico

o,=tn=[3 23 23]

n

Bl bl &l
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O e R R e

e  (dlculo grafico
Para obtener las componentes intrinsecas de la tension es necesario, en primer
lugar, calcular las tensiones principales para poder dibujar los circulos de Mohr,
y, en segundo lugar, obtener los dngulos que forma la normal al plano con los ejes
principales para poder posicionar el punto en el sistema de coordenadas o,,7, .

Las tensiones y direcciones principales del tensor de tensiones, obtenidas en
el ejercicio 2.3, son

T

o,=6 nV=[0 0 1]

T
1 2
’ 5 5
T
2 1
0.=0 n“):\—— — 0}
’ NN

A partir de las tensiones principales se dibujan los circulos de Mohr de la fi-
gura 2.23.

Figura 2.23. Célculo grafico mediante los circulos de Mohr.

Para posicionar el punto en el sistema de coordenadas o, ,7, hay que obtener
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los dngulos que la normal unitaria al plano forma con los ejes principales (al me-
nos con 2).
El 4ngulo entre la normal unitaria al plano y el eje principal 1 es

cosa =n n +n, n(l) +nn = —0+ 1 —1=0,5773

P

a=acos(0,5773)=54,73°

y el dngulo entre la normal unitaria al plano y el eje principal 3 es

1 2 11 1
cosy=nn’ +n n? +nn? = —[——] +—[—] +-—=0=-0,2582

NEQIVCY RRNELRN S V]

v =acos(-0,2582)=104,96°

3. Tensién tangencial maxima y el plano en el que actda

La tensién tangencial maxima es la que corresponde al punto D de la figura 2.24,
cuyo valor es

N q\f(;

)
A}
Tmax =3 ,0

\ 4

Figura 2.24. Circulos de Mohr. Tensién tangencial maxima
y angulos a y-y entre el vector tensién y los ejes principales 1 y 3.
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n, =cosa =cos 45° =

o
n, =Cosy=cos 45° =

Slm &

7z

El plano de tensién tangencial maxima es el que tiene un vector normal cuyos

(nz)z :1_[i] _[L] :1—%—%:0:>ﬂ:acos(0):90°

cosenos directores en los ejes principales son
1, LT
2o 2
Este vector normal corresponde a un plano que contiene a la direccién prin-
cipal 2 y a la diagonal de las direcciones principales 1y 3 (figura 2.25).

n:[n1 n, n3]T =

Figura 2.25. Ejes cartesianos, ejes principales, vector normal
y plano de tensién tangencial maxima.

2.11. Cierre del capitulo

En este capitulo se ha desarrollado de forma sistematica el concepto de tensién
en un sélido elastico, partiendo de la identificacion de las fuerzas que actiian
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sobre el contorno y el interior del sélido y culminando en la representacién gra-
fica del estado tensional mediante los circulos de Mohr.

A partir del aislamiento de una porcidn infinitesimal del sélido y del analisis
de las fuerzas que actdan sobre su contorno, se ha definido el vector tension
como la fuerza por unidad de superficie asociada a un plano que pasa por un
punto del sélido. La dependencia del vector tensién con la orientacién del plano
ha conducido, mediante la férmula de Cauchy, a la introduccién del tensor de
tensiones, que constituye la descripcién completa del estado tensional en un
punto.

El establecimiento de las ecuaciones de equilibrio interno ha permitido de-
mostrar que el tensor de tensiones es simétrico y que, en consecuencia, el estado
tensional queda completamente determinado por seis componentes indepen-
dientes. Este resultado ha hecho posible definir conceptos fundamentales como
las tensiones y direcciones principales, los invariantes del tensor de tensiones y
la descomposicion del tensor en sus partes esférica y desviadora, cuyo signifi-
cado fisico se ha analizado con detalle.

Se han introducido asimismo magnitudes invariantes particularmente rele-
vantes, como las tensiones octaédricas, y se ha puesto de manifiesto el papel
central del tensor desviador en aquellos fendémenos mecanicos en los que la res-
puesta del material depende esencialmente del estado de cortadura, anticipando
su importancia en el estudio de los criterios de plastificacion.

Finalmente, se han presentado distintas representaciones graficas del estado
tensional -el elipsoide de tensiones de Lamé, la representacion en el espacio de
las tensiones principales (Haigh-Westergaard) y los circulos de Mohr. A través
de los circulos de Mohr se ha mostrado cémo es posible determinar grafica-
mente las tensiones normales y tangenciales que actiian sobre cualquier plano,
asf como resolver problemas inversos relativas a la orientacién del plano a partir
del estado tensional.

Con ello, el capitulo proporciona una base s6lida, tanto conceptual como ope-
rativa, para el analisis del comportamiento mecanico de los s6lidos, sirviendo de
soporte esencial para el estudio posterior de la deformacion, la resistencia de
materiales y los criterios de fallo.

Resumen conceptual

e Las fuerzas sobre un s6lido se modelan, en la mecanica del continuo cla-
sica, mediante fuerzas por unidad de volumen y fuerzas por unidad de su-
perficie.
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El vector tension representa la fuerza por unidad de superficie que actda
sobre un plano que pasa por un punto del sélido y depende tanto del
punto como de la orientacién del plano.

La férmula de Cauchy establece que el vector tensidn sobre un plano de
normal n se obtiene multiplicando el tensor de tensiones por dicho vector
normal.

El tensor de tensiones es un tensor simétrico de segundo orden que des-
cribe completamente el estado tensional en un punto mediante seis com-
ponentes independientes.

Las ecuaciones de equilibrio interno vinculan las derivadas espaciales de
las tensiones con las fuerzas de volumen y conducen a la simetria del ten-
sor de tensiones.

Las tensiones principales son los valores propios del tensor de tensiones
y actdan sobre planos en los que no existen tensiones tangenciales; las
direcciones asociadas son ortogonales entre si.

Los invariantes del tensor de tensiones son magnitudes escalares inde-
pendientes del sistema de referencia y caracterizan de forma intrinseca el
estado tensional.

El tensor de tensiones puede descomponerse de forma Unica en una parte
esférica (hidrostatica) y una parte desviadora, con claras implicaciones fi-
sicas en materiales isétropos.

Las tensiones octaédricas son invariantes del estado tensional y estan di-
rectamente relacionadas con los invariantes del tensor y con la parte des-
viadora.

Los valores maximos y minimos de la tensién normal se producen sobre
planos principales, mientras que los maximos de la tensién tangencial se
producen sobre planos situados entre direcciones principales.

Las representaciones graficas:

o elelipsoide de Lamé,
o el espacio de tensiones principales (Haigh-Westergaard), y
o los circulos de Mohr,

permiten visualizar e interpretar el estado tensional desde distintos pun-
tos de vista. Los circulos de Mohr constituyen una herramienta grafica
fundamental para determinar tensiones sobre planos arbitrarios y la
orientacion de dichos planos a partir de las tensiones.
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Problemas propuestos

Problema 2.1. El prisma oblicuo de la figura 2.26 tiene sus caras opuestas pa-
ralelas; el angulo AOC es ae=50°. Sobre las caras OABC y DFGH actia una trac-
cion uniforme paralela a OD de valor 0,15q. Sobre las caras ABGF y OCHD actia
una tracciéon uniforme paralela a OA de valor 0,05q. Sobre las otras dos caras
OAFD y CBGH, actia una traccién uniforme, paralela a OC, de valor 0,1q.

Se pide:

1. Determinar el tensor de tensiones en el interior del prisma.

Figura 2.26. Problema 2.1.

Problema 2.2. En un punto de un cuerpo sometido a un estado plano de tensién
se conocen las tensiones sobre los planos AB y CD que se indican en la figura
2.27.

Figura 2.27. Problema 2.2.
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Se pide:
1. Determinar el tensor de tensiones en el sistema de coordenadas carte-
siano xy.
2. Determinar la tensién sobre el plano HJ bisector de los planos ABy CD.

3. Determinar las componentes intrinsecas del vector tension en el plano bi-
sector.

Problema 2.3. Se conoce la matriz cartesiana del tensor de tensiones en un

punto
3x*y —-2x T,
o=|—-2x o,
T 0 o,
Se pide:

1. Encontrar una posible configuracion de equilibrio de este, si el vector de

fuerzas por unidad de volumenes b=[-xy 0 7yz}T )

2. Obtener, en el punto (1,1,1), el vector tensién en el plano cuya normal
forma dngulos iguales con los tres ejes del sistema de coordenadas.

3. Obtener las componentes intrinsecas del vector tensién del punto 2, y los
vectores tensién normal y tensién tangencial.

Problema 2.4. Se conoce la matriz cartesiana del tensor de tensiones en un
punto

Q

|
S w N
o N oW
u o o

Se pide:
1. Elvector tensidon en el plano definido por el eje z y la bisectriz de los ejes
X, ).

2. El vector tensidon sobre un plano cuyo vector normal unitario es
1 1 1
V3 V3 B
3. El tensor de tensiones, en un sistema de coordenadas x’y’ tal que el eje x’

coincida con la bisectriz de los ejes x, y, el eje y’ coincida con la normal al

T

n=
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plano definido por el eje z, y 1a bisectriz de los ejes x, y y el eje z’ coincida
con el eje z.

Problema 2.5. Se conoce la matriz cartesiana del tensor de tensiones en un
punto

Q

I
S w N
o N W
vl o o

Se pide:
1. Lastensiones y direcciones principales.
2. Latension tangencial maxima y los planos en que se produce.

3. Los planos de tensidon normal nula. Obtener el valor de la tensién tangen-
cial en dichos planos.

4. Dibujar los circulos de Mohr y determinar los cosenos directores de un
plano que pasa por P, y respecto al cual las componentes intrinsecas del
vector tension son o =1,7=2,828.

Problema 2.6. Se conoce el estado tensional tridimensional de la figura 2.28.

Figura 2.28. Problema 2.6.

Se pide:
1. Las tensiones tangenciales maximas.
2. Las componentes intrinsecas del vector tension, y el médulo del vector

tension, para un plano que contiene al eje principal 1y =30°.
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3. Las componentes intrinsecas del vector tensidén, y el modulo del vector
tension, para un plano que contiene al eje principal 2y a=—-60°.
4. Las componentes intrinsecas del vector tensién, y el médulo del vector

tension, para un plano que contiene al eje principal 3y a=30°.

Problema 2.7. Se conoce el estado tensional tridimensional de la figura 2.29,
correspondiente a un punto de un sélido deformable.

65
| 15V3
! &
| 7 35
|
0 115V3
125 ! ' 125
- ——— | -
6 B R |y,
35/
7V 15v3
A
e vl
pa I65

Y

Figura 2.29. Problema 2.7.

Se pide:
1. Obtener el plano, si existe, cuya normal esta contenida en el plano xy, y en
que la tension tangencial es nula.

Problema 2.8. Se conoce el estado tensional tridimensional de la figura 2.30,
correspondiente a un punto de un sélido deformable.

3 12

Figura 2.30. Problema 2.8.

Se pide:
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1. Obtener los tensores esférico y desviador.

2. Representar el estado de tensiones en el espacio de Haigh-Westergaard.

Problema 2.9. Se conoce el estado tensional en un punto de un sélido elastico
(material homogéneo e isétropo) a través de sus tensiones principales
o, =140,0,=100,0, =80 MPa. Se conoce, también, que el médulo del vector

tension, correspondiente a un plano cuyo vector normal forma un angulo de 13
con él, es 110 MPa.

Se pide:

1. Determinar los cosenos directores del vector unitario normal al plano.

Problema 2.10. En un punto de un sélido elastico se conocen las tensiones prin-
cipales 0, =110, 0, =20 MPa y el mddulo del vector tension |t| =75 MPa en

un plano. La normal al plano considerado esta sobre un cono de abertura 120°y
su eje es el eje o, (figura 2.31a) y forma un angulo de 30° con el vector tensién

(figura 2.31b).
Se pide:
1. Calcular la tensién principal o, mediante la aplicacién de las construccio-

nes graficas de los circulos de Mohr.

J0o

(a) (b)

Figura 2.31. Problema 2.10.
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Preguntas de evaluacién

;Qué representa fisicamente el vector tension en un punto de un sélido?

a) Lafuerza total que actlia sobre una superficie finita.

b) La fuerza por unidad de volumen que actiia en el punto considerado.

c) Lafuerza por unidad de superficie asociada a un plano que pasa por
el punto.

d) Laresultante de todas las fuerzas exteriores aplicadas al sélido.

En el interior de un sélido, el vector tensién en un punto depende:

a) Unicamente del punto considerado.

b) Dela orientacion del sistema de referencia.

c) Del punto y de la orientacion del plano considerado.

d) Exclusivamente de las fuerzas exteriores aplicadas.

La féormula de Cauchy establece que el vector tensidn sobre un plano de

normal n es:

a) Elproducto escalar del tensor de tensiones y el vector n.

b) Latraza del tensor de tensiones multiplicada por n.

c) Elproducto del tensor de tensiones por el vector normal n.

d)

El gradiente del campo de tensiones en la direccion n.

La simetria del tensor de tensiones en la mecanica del sé6lido deformable
clasica se deduce a partir de:

a)
b)
c)
d)

La isotropia del material.

Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas.
Las relaciones constitutivas del material.
Las ecuaciones de equilibrio de momentos.

Las tensiones principales en un punto se definen como:

a)

b)

c)
d)

Las tensiones maximas de traccion y compresion actuando en el s6-
lido.

Las tensiones normales que actian sobre cualquier plano arbitrario.
Los valores propios del tensor de tensiones.

Las componentes cartesianas del vector tension.

(En qué planos la tensidn tangencial es nula?

a)
b)
<)
d)

En los planos octaédricos.

En los planos principales.

En los planos bisectores entre direcciones principales.

En los planos perpendiculares a la direccién de maxima cortadura.
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7. Los invariantes del tensor de tensiones se caracterizan porque:
a) Dependen del sistema de coordenadas elegido.
b) Son funciones Unicamente de las tensiones tangenciales.
c) Permanecen constantes frente a rotaciones del sistema de referencia.
d) Solo existen en materiales isétropos.
8. La parte esférica del tensor de tensiones representa:
a) Elestado tensional responsable exclusivamente del cambio de forma.
b) El estado tensional responsable exclusivamente del cambio de volu-
men.
c) El conjunto de tensiones tangenciales maximas.
d) Laparte del tensor asociada a la anisotropia del material.
9. Los valores maximos de la tensidn tangencial en un punto se producen en
planos:
a) Principales.
b) Octaédricos.
¢) Cuyas normales coinciden con las bisectrices entre direcciones prin-
cipales.
d) Perpendiculares ala direccién de maxima tensién normal.

10. En la representaciéon mediante los circulos de Mohr, cualquier punto re-

presentativo de un estado tensional para una orientacion arbitraria del

plano:

a) Sesitlla siempre sobre uno de los circulos.

b) Sesitia fuera de todos los circulos.

c) Se encuentra en el interior del circulo mayor y en el exterior de los
dos menores.

d) Coincide necesariamente con una tension principal.

P. MARTI
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