LA PIEZA RECTA.
ECUACIONES DE COMPORTAMIENTO

1. Momentos de empotramiento perfecto

1.1. Pieza empotrada en ambos extremos

Sea la pieza ij de la figura 1, que tiene impedidos los giros y los desplazamientos en ambos
extremos. El nimero de reacciones incognitas es de seis (dos momentos y cuatro fuerzas).
Como el numero de ecuaciones de equilibrio que pueden plantearse es de tres

(Z Fy=0, > F,=0YM,= 0) , el grado de hiperestaticidad es de tres. De las tres ecuaciones

de compatibilidad necesarias para resolver el problema, la ecuacion asociada a las deforma-
ciones axiales de la pieza se puede obtener a partir de la ley de Hooke. Las ecuaciones aso-
ciadas a las deformaciones de flexion de la pieza se pueden obtener a partir del teorema de
las fuerzas virtuales, de los teoremas de Mohr, del segundo teorema de Castigliano, etc.
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Figura 1. Pieza empotrada-empotrada. Momentos de empotramiento perfecto.

Puesto que las deformaciones axiales dependen, exclusivamente, de la proyeccion de las
cargas exteriores sobre el eje longitudinal de la pieza, se puede descomponer el problema en
dos, uno en el que se consideran las fuerzas en la direccion del eje longitudinal de la pieza y
otro en el que se consideran las fuerzas perpendiculares al eje y los momentos.

En el segundo problema, el nimero de incognitas hiperestaticas es de dos. Adoptando los

momentos de empotramiento perfecto (M, M, ) como incognitas hiperestaticas, el problema

de la figura 1 se puede descomponer en los dos problemas isostaticos de la figura 2, con la
condicion adicional de que los giros totales en ambos extremos de la pieza sean cero
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0, =6, +0;,=0 =0, [1]
0,=0,+0,=0,=0.

Superponiendo las leyes de momentos flectores de los dos casos isostaticos de la figura
2, la ley de momentos flectores total es

M+ M M; M,
M(x):Ml.(x)+M;—”Tx M, (x)+—= 7 ~(L- x)—Tx [2]

E, 9, M,, m(x) V

Figura 2. Diagramas de momentos flectores de los dos problemas isostaticos

Para imponer las condiciones de compatibilidad [1] se utiliza el TFV. Se aplican momen-

tos virtuales unitarios en los extremos de la pieza (figura 3) y se obtienen los diagramas de
momentos flectores correspondientes.
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Figura 3. Momentos virtuales y diagramas de momentos flectores virtuales

Las leyes de momentos flectores virtuales son

. L—x X X
M (x)= , M. (x)=——.
; (%) 7 ; () 7

Aplicando el TFV en cada uno de los extremos de la pieza se obtiene

L M(X)M; (x) @) 41 ~
%=l g El(x) b= EII ()( )r(x)dx_o’ 3]
LM (x)M (x) 1
j o i j (x)[—zjr(x)dx 0,
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siendo 7(x) = Ii")
X

la ley de variacion de la inercia de la pieza, /; el valor minimo de la inercia

e I(x) el valor de la inercia en el punto de abscisa x. Dado que la integral j:M (x)[—%jr(x) dx

es cero, y eliminando los términos constantes, las ecuaciones [3] se pueden poner en la forma
[[M@)zdr=0. [ M@)xr(x)dx=0. [4]

Sustituyendo en las ecuaciones [8] la expresion del momento flector A7(x) de la ecuacion
[8], y sacando fuera de las integrales los términos constantes, se obtiene

.[:Mf (x)z'(x)dx+MT;IOL(L—x)r(x)dx— Ai; ijr(x)dxz 0,

M; M
I:Mi (x)xr(x)dx+T”I0L(L —x)xt(x)dx - Lﬂ J.Osz r(x)dx =0,

que es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, cuya solucion es

IOL M. (x)x7(x) dx.[f xt(x)dx -_[OL M (x)7(x) dxf: x’z(x)dx .
IOL x7(x) dxjoL (L—x)xt(x)dx— IOL (L-x)7(x) deL x’7(x)dx ,

e

i

["M () () dx[ (L - x)xr(eydx- [ M, (x) xz(x)dx[ (L—x)7(x)dx
e — 0 0 0 0 L

Ji

_[OL x7(x) dx.[: (L—x)xt(x)dx— .[OL (L—x)7(x) de.OL x’7(x)dx

1.2. Pieza empotrada en un extremo y articulada en el otro

Sea la pieza ij de la figura 4, articulada en el extremo i y empotrada en el extremo j. La ley
de momentos flectores, debida a la carga aplicada y al momento de empotramiento, es

'

M.
M(x)=M,(x)- L/l X.

Aplicando el TFV en el extremo j de la pieza

PMEME) 1 R _
1-0, =IO T@dx:E_I()JO {Mi(x)_ 7 x}(—z)r(x)dx—o

y despejando M,

' jLMi(x)xr(x)dx
e _ 0 L

Ji

M [5]

IOL x’7(x)dx
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Figura 4. Pieza articulada-empotrada. Momentos de empotramiento perfecto.

Siguiendo el mismo procedimiento de la pieza articulada-empotrada, se resuelve el caso
de una pieza empotrada en el extremo i y articulada en el extremo j. La ley de momentos
flectores es

e' e'

Lij (L-x).

M(x)=M,(x)+M; -

Aplicando el TFV en el extremo i de la pieza se obtiene

J-L M(x)M; (x) 1 j Mx )( jr(x)dsz.

EI(x) ",
Sustituyendo la ley de momentos flectores M (x), y eliminando los términos constantes, se
obtiene

IOLMi(x)T(x)(L —x)dx+ Ai; IOL(L —x)2 T(x)dx =0

y, despejando M, se obtiene

M= Aii(x)(Lz—x)T(x)de' 6]
' I (L—x) z(x)dx

0

Para piezas de inercia constante, 7 (x)=1. Sustituyendo este valor en las ecuaciones [5] y
[6] se obtiene
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L L L
M. (x)xdx M. (x)xdx 3| M. (x)xdx
M;_':.fo ’() L:.[ Ez L= .[0 ’E)

J..j x*dx x} L
3 1
o _ _IOLMi (L —x)xdx

TN {@—@T L

2. Factores de trasmision

Sea la pieza ij de la figura 5, articulada en el extremo i y empotrada en el extremo j, a la que
se le aplica un momento m;, en el extremo i. Se define el factor de trasmision ( g, ) del extremo
i al extremo j de la pieza, como el cociente entre el momento que se produce en el extremo j
(Mﬁ) y el momento (m,) aplicado en el extremo i.

. \7 / S .
%7\\\\\ /,’/M \EJ

—_—_————

%rmﬂmmwmm\‘“ M

Figura 5. Pieza articulada-empotrada. Diagramas de momentos.

La ley de momentos flectores para las cargas exteriores (momento m, ) es
m. m.
M.(x)=m ——x=—"(L—x).
W=m =)

Sustituyendo la expresion de M, (x) en la expresion del momento de empotramiento per-
fecto de una pieza articulada-empotrada (ecuacion [5]), se obtiene

- M, ZLJOL%(L_X)T(X)X‘ZX _ I:(L —x)7(x)xdx
: m; m; J.OL xzr(x)dx .[()L xzr(x)dx

Operando de la misma forma para el extremo j se obtiene
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5 M, 1 jOLrIyi’(L—x)(L—x)r(x)de I:(L—x)r(x)xdx
" m,; ) m; JOL(L - )c)2 7(x)dx ) JL(L - x)2 r(x)dx'

0

Para piezas de inercia constante z(x)=1. Sustituyendo este valor en la expresion de f;

se obtiene

De la misma forma se puede obtener el valor de 5, ; ahora bien, debido a la simetria de la

Ji?
pieza
1

Bi=b,=.

3. Rigideces al giro

3.1. Rigidez al giro en un extremo con el otro extremo empotrado

Sea la pieza ij de la figura 6, articulada en el extremo i y empotrada en el extremo j, a la que
se le aplica un momento m; en el extremo i. Se define la rigidez al giro en el extremo i de la

pieza (k,.j) al cociente entre el momento aplicado en el extremo i y el giro que se produce en

€se mismo extremo.

By
S~ =
Z S~ — - ]\lﬁ ﬂym,
——
| L |

Figura 6. Pieza articulada-empotrada.
Diagramas de momentos para el calculo de la rigidez al giro en el extremo i.
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Al aplicar el momento m; en el extremo i, en el extremo j aparece un momento de empo-
tramiento (M ;) que es igual al momento aplicado multiplicado por el factor de trasmision

del extremo i al j (M, = §,m; ). La ley de momentos flectores es

M(x):ml-_(mi ';lei)x:%(L_x)—%x:%[(L—x)—ﬂﬁx].

Aplicando el TFV, el angulo girado en el extremo i es

L—x x

* M M -
N :J-LM(x)Ml. (x) g (), e[ M (x) e[ () .
vodo El(x) o EI(x) 0 El(x) o El(x)
L L
_ J-L M(x) e IO (L—x)7(x)dx _ﬂ’ffo x7(x)dx
0 EI(x) ’ ELL ’
LM(x)(_%)
ya que la integral IO T()dx es cero, debido a que el giro en el extremo j es cero.
X

De acuerdo con la definicion de rigidez al giro

EIL |
J-OL(L —x)7(x)dx - ﬂ,jj.:xz'(x)dx

Operando de la misma forma, la rigidez al giro en el extremo j, cuando el extremo i esta
empotrado, viene dada por

m, ELL
", for(x)dx—ﬂjl.J.OL(L—x)T(x)dx'

Para piezas de inercia constante, 7(x)=1, B; =B, =0,5 . Sustituyendo estos valores en la

expresion de k; se obtiene

o EIL _4El,
Ceetpolpy b
27 2727

De la misma forma se puede obtener la expresion de k , ; ahora bien, debido a la simetria

Ji2

de lapieza k;, =k,.

3.2. Rigidez al giro en un extremo con el otro extremo articulado

Sea la pieza ij de la figura 7a, con los dos extremos articulados, a la que se le aplica un
momento m, en el extremo i.
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Figura 7. a) Pieza articulada-articulada, b) diagrama de momentos debido al momento m, .
La ley de momentos flectores (figura 7b) es
m. m.
M(x)=m ——x=—(L—x).
(x)=m, 157 (L-x)

Aplicando el TFV en el extremo i

m,.(L—x)(L—x) L 2
MM (x) | =) e(x)ax
16, T(x)dx_jo LEI(x) dxmm, EIL

y, de acuerdo con la definicion de rigidez al giro, se obtiene

_m EIL

’ 9; IOL(L —x) : r(x)dx'

Operando de la misma forma se obtiene la rigidez al giro en el extremo j

EI,L
_[ Lx 2 T(x)dx

0

ky — J _
Ji 9
Ji

Para piezas de inercia constante 7(x)=1, y sustituyendo este valor en la expresion de kU

se tiene

. _ELI’ 3EI
| [)CT L
3 0

Debido a la simetria de la pieza, la rigidez al giro en el extremo j es k;.,. = k,;/ .

EJEMPLO 1

Pieza de canto variable

Calcular los momentos de empotramiento perfecto, los factores de trasmision y las rigideces al giro
de la pieza de canto variable (linealmente) de la figura.

P. Marti 192 LabPR



La pieza recta. Ecuaciones de comportamiento

q9
TN NNy

R Oi | h(x)=h,(1+3x/L) ; I] }h
0
X

L L A

La ley de variacion de la inercia de la pieza es

s

(x) = 0 = = = .
1 3 3
1(x) Ebh3()c) [h0(1+3zﬂ (14_32)

1. Momentos de empotramiento perfecto

Las expresiones de los momentos de empotramiento perfecto son

IOL M (x)x7(x) de.’_L xt(x)dx -JOL M (x)7(x) deL x*t(x)dx

e

ij >

J.OL x7(x) de.OL (L-x)xt(x)dx - J-OL (L-x)7(x) de: x’7(x)dx

. J.OL M, (x)7(x) deOL (L - x)xz(x)dx- J.OL M, (x)x7(x) dx_[: (L-x)r(x)dx .

Ji

jo" x7(x) dxjo" (L —x)x7(x)dx - jo" (L - x)7(x) deL X2z (x) dx

q

. L . .
La ley de momentos flectores de la carga aplicada es M, (x) = %x - Exz . Resolviendo las inte-

grales que intervienen en las expresiones anteriores se obtiene

2

L L 2
["xr(x)dr=-==0,031250",
i 32
3
jozr(x) dx = (641n(2) — 33)L— =0,013150Z
0 864 ’

2

L L 5
jo (L= 2)7(x)dx =7 = 0,125000L",

3

j:(L —x)x7(x)dx =—(161n(2)—15)%6= 0,018100L°,

gL’

432
gL'
432

j: M, (x)7(x)dx = —(161n(2) - 15)== = 0,009050¢L’,

=0,002733¢L".

jOLM, (x)x7(x)dx = (32In(2) - 21)

Sustituyendo los valores de las integrales en las expresiones de los momentos de empotramiento
perfecto se obtiene

4 2 3 3 2
;:_0,002733qL2 0,031250L3 0,009050612[, 0,01315031, L:—O,03117OqL2=— qL ,
0,031250L" -0,018100L" —0,125000L" - 0,013150L 32,082
3 3 4 2 2
¢ _ 0,009050qL2 0,018100L3 0,002733qu 0,1250005 L=0.164951g1 = ql .
! 0,031250L° -0,018100L" - 0,125000L" - 0,013150L 6,062
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Para piezas de inercia constante 7 (x)=1, y los momentos de empotramiento perfecto son

. _al
S

Con relacion a los momentos de empotramiento perfecto de la pieza de inercia constante, los mo-
mentos de empotramiento perfecto aumentan en el extremo de mayor momento de inercia y disminu-
yen en el extremo de menor momento de inercia.

2. Factores de trasmision

Las expresiones de los factores de trasmision son

jOL (L - x)r(x)xdx IL (L - x) 7(x)xdx
IOL x’7(x)dx C IL(L - x)2 7(x)dx .

:Bij =

El valor de la integral del denominador de la expresion del factor de trasmision g, es

J.OL (L - x)* 7(x)dx =0,106900L’ . Sustituyendo los valores de las integrales se obtiene

~0,018100L° ~0,018100L°

= _—1,3764, S, =
% P 0,1069007°

- =0,1693.
0,0131500L

Como puede observarse, los factores de trasmision del extremo de menor inercia al de mayor
inercia aumentan respecto del valor % correspondiente a la pieza de inercia constante.

3. Rigideces al giro

Sustituyendo los valores de las integrales y de los factores de trasmision se obtiene

= ElL, L = ELL =12 1970%
ij L L 2 P 5 P
[, (L-x)e(x)dx=p, [ xr(x)dr £y 3964 L L
8 32
ky=— EIOI; =7 ELL 2 =99,1326%.
IO xT(x)dx—ﬂﬂ.J.O (L-x)z(x)dx 3—2—0,1693§

Como puede observarse, la rigidez al giro es muy superior en el extremo de mayor inercia. Si se
toman como referencia las rigideces al giro de una viga del mismo volumen y de canto constante

(h, =2,5h,), las rigideces obtenidas pueden ponerse en la forma

1, =2om = Lp(2,50) =15.62501,,
127" 1

m

El El
k; =12,1970—%=0,7810—= =O,1952(4E1’”],
‘ L L L

El El
k, =99,132670 = 6,345 =1,5861(4E1"’j.
J: L L L
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4. Ecuaciones de comportamiento de la pieza recta

Estas ecuaciones relacionan los momentos en los extremos de la pieza con las cargas aplica-
das sobre ella, los giros de la tangente a la elastica en cada extremo y el desplazamiento
relativo (perpendicular al eje longitudinal inicial de la pieza) entre los extremos.

Sea el estado general de carga y deformacion de la pieza de la figura 8. El criterio de
signos que se va a emplear es el siguiente:

e momentos positivos si actiian en sentido horario;

e  giros positivos si la tangente a la eldstica en un extremo gira en sentido horario res-

pecto a su posicion inicial, y

e desplazamientos relativos positivos si suponen un giro horario de la pieza.

Para obtener las ecuaciones se calculan los momentos debidos a las cargas exteriores, a
los giros en cada uno de los extremos y al desplazamiento relativo entre ellos. Superponiendo
estos momentos, se obtiene la expresion general de las ecuaciones.

iy E, qx), M;, m(x) L

/M-- E Ix) M\

i Ji

~
~ d,

6

Figura 8. Pieza recta. Estado general de cargas y deformaciones.

4.1. Sin desplazamiento relativo entre los extremos de la pieza

Se considera en primer lugar que no hay desplazamiento relativo entre los extremos de la
pieza (d; =0),y el caso general de la figura 9a se resuelve por superposicion de los tres casos

de las figuras 9b a 9d.

E, 4(v), My, /\
; \ ¥ q(t) m(x) 4 lﬂ\‘ E! q(’d) M‘ m(x) #’ .

=47 ‘
WJ" -------- /',, M,\ 2 Nﬁg; Mj\
@ )
kﬁg{j ﬁ"‘ (ji]'r;j‘a,i’,”’ ''''' e~ 7
Q&‘)\&‘ "4 :ff B 8 J A4
e ko, -
© (d)

Figura 9. Pieza recta. Efectos de la carga exterior y de los giros en los extremos.

1. Caso general. Figura 9a. Hay cargas aplicadas ¢(x),F,,M_,m(x) y giros en los ex-

tremos de la pieza 6,,0,. Los momentos en los extremos son M, M , .
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2. Cargas aplicadas. Figura 9b. Hay cargas aplicadas (¢(x),F,,M_,m(x) )y se impiden
los giros en los extremos (6;,6,, =0 ). Los momentos en los extremos son los momen-

tos de empotramiento perfecto (M, M, ) debidos a las cargas aplicadas.
3. Giro en el extremo i. Figura 9c. No hay cargas aplicadas, se impone un giro 6, en
el extremo i y se impide el giro en el extremoj (6, =0). En el extremo i el momento

es k,.je.

[

que es el momento necesario para producir el giro 6, . En el extremo j el
momento es f;k,0,, que es el momento de trasmision de i aj.

4. Giro en el extremo j. Figura 9d. No hay cargas aplicadas, se impone un giro 6, en el
extremo j y se impide el giro en el extremo i (6, =0). En el extremo j el momento es

k,0,

;> que es el momento necesario para producir el giro 6, . En el extremo i el mo-

mento es f,k,0,, que es el momento de trasmision dej a i.

Aplicando el principio de superposicion a los casos 2 a 4, los momentos totales en los
extremos de la pieza del caso general son

M, =M;+k0,+B,k,0,,
M, =M;+k,0,+ B,k,0,.

Jii

[7]

El teorema de reciprocidad de Rayleigh-Betti dice: “En un cuerpo elastico lineal sometido
a dos sistemas de fuerzas, el trabajo que realizaria el primer sistema de fuerzas al moverse a
través de los desplazamientos producidos por el segundo sistema de fuerzas es igual al trabajo
que produciria el segundo sistema de fuerzas al moverse a través de los desplazamientos pro-
ducidos por el primer sistema de fuerzas”.

Aplicando el teorema de reciprocidad de Rayleigh-Betti a la pieza de la figura 10

kijeijo + ﬁijkijeijeji = ﬂjikjiejieij + kjiejio = ﬂijkij = ﬂjikji' [8]
k.6, By ko, ——" " =~
PO —— /zj ia\ﬂ’if” g ;
T 3 5 Y%
S ——— - - Bk 6; k; 6

Figura 10. Aplicacion del teorema de reciprocidad de Rayleigh-Betti.

Sustituyendo la ecuacion [8] en las ecuaciones [7] se obtienen las ecuaciones de comporta-
miento cuando no hay desplazamiento relativo entre los extremos de la pieza

M, =M; +k; (6, +8,0,).

[9]
M, =M; +kjf(ﬂﬂ'0ff +6ﬁ)'

4.2. Con desplazamiento relativo entre los extremos de la pieza

El caso mas general, en el que se producen desplazamientos relativos entre los extremos de
la pieza, se resuelve afiadiendo, a los momentos de la soluciéon anterior, los momentos pro-
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ducidos por un desplazamiento relativo (sin giros) de los extremos de la pieza. El desplaza-
miento se produce en dos fases:

1. Rotacion de la pieza como sélido rigido (sin deformacion), hasta alcanzar el despla-
zamiento d,; (figura 11a).

2. Aplicacion de los momentos en los extremos necesarios para anular los giros produ-
cidos en la fase 1 (figura 11b).

. : L -
1§ \\‘\-L%\\\ %J . zﬂﬁﬂ, = . z]

@ ®)

Figura 11. Momentos de empotramiento perfecto debidos al desplazamiento relativo.

Los giros producidos en la primera fase, teniendo en cuenta la hipotesis de pequefios des-
plazamientos, son

d;
Vi =V~ L_z/
Aplicando las ecuaciones [9] se obtienen los momentos que hay que aplicar en los extre-
mos para anular los giros:

de la fase 1:

d, d, d,
M =k (__j_ By _jj =k, (1+ 5, )L_]

ij
d, d, d,
M3, = k; [_'Bﬂ _/__/J =k, (1+ 5, )L_l

g

Superponiendo estos momentos a los producidos por las cargas exteriores y los giros en
los extremos, se obtienen las ecuaciones generales de la pieza recta

d.
M = Mj +k; (Hij +:3y'9ﬁ)_kif <1+ﬂ’7)L_U’
i [10]
e d[/
M, =Mj +k; (ﬂjieij + gﬁ)_kﬁ (1+ﬂff)f'
ij
4E],-j
L.

i
ciones de comportamiento de la pieza prismatica recta son

En las piezas de inercia constante &, =k = y B; =B, =0,5; por lo tanto, las ecua-
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AEI, 0, 6EI,
M;=M; +—=(0, +——)———d,.
L L Lij L 2 L;’f L
[11]

EI. 0 6L]

M —Mg+4—’”i+9 -—"4
ji =M I (2 ji) 2 G

i i

5. Ecuaciones de comportamiento de la pieza recta con un extremo arti-
culado

Sea la pieza de la figura 12, rigidamente unida a un nudo en el extremo i y articulada a otro

en el extremo j.
E, q(x), M, m(x)

| |
= e o
L |

J

1

B,
L,

Figura 12. Pieza con el extremo j articulado.

Puesto que el extremo j esta articulado, el momento es cero. Imponiendo esta condicion
en las ecuaciones [10] se obtiene

d,
My =M+ k; (6, +ﬂy€ji)_kv(1+ﬂy)f,
Ul
g [12]
OZM;‘ +kji(18ji9ij +9ji)_kjj(1+ﬁji)i.

g

Multiplicando la segunda de las ecuaciones [12] por f,, restandola de la primera, teniendo

en cuenta que f,k; = Sk, , y reagrupando términos, se obtiene

e e dlj
M, = (Mi/' _ﬁ/iM./i)+kii (1_/’71'//3/:')9@/' —k; (1_54'//’7./1')?' [13]
i
Asi pues, se pueden plantear las ecuaciones de comportamiento de una pieza con un ex-
tremo articulado empleando unos momentos de empotramiento perfecto virtuales (M) y

unas rigideces virtuales (; ), para el extremo rigido, dadas por

M7 =M= B b= (1)

con lo que la ecuacion [13] queda en la forma

e' ' ! dij
MU:MU +kij0ij_kijL_
i

Para piezas de inercia constante,
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6. Aplicacion de las ecuaciones de comportamiento de la pieza recta

Las ecuaciones [10] y [11] relacionan los momentos flectores, en dos puntos i y j cuales-
quiera, con las cargas aplicadas, con los giros de puntos del eje de la pieza y con el desplaza-
miento relativo, perpendicular a la directriz, entre ellos.

Conocida la geometria, las propiedades y las cargas exteriores aplicadas sobre la pieza,

las ecuaciones [10] y [11] tienen cinco variables (Ml.j, M;, 0,0, d,,j.); asi pues, conocidas

tres de estas variables se pueden obtener las otras dos.
En una pieza de inercia constante, en la que se conozcan los momentos en dos puntos i y

J, y el giro en el punto i (My., M, 6?,_.].), las ecuaciones [11] proporcionan las expresiones del

giro en el punto j y del desplazamiento relativo entre dos puntos (:9_/.1., dl.j)

(M,.j —M;)—O,S(Mﬁ—M;)
3E],,j.
2
Lzy'
(Mi/' _M;)_O’S(Mﬁ _M.;')
2FEI. ’

g

L.

)

d,=0,L, -

g

0, =6; -

EJEMPLO 2

Desplazamiento en el extremo libre de una pieza de canto variable en voladizo

Calcular el desplazamiento vertical del extremo libre de la viga en voladizo de la figura y compararlo
con el de una viga de seccion constante del mismo volumen.

q
IR

ht O () =hy(1+33/L) \ jl:l }h
0
X

L L A

Las ecuaciones de comportamiento para una pieza de inercia variable son

d.
M, =M +k, (6 +ﬁzjeﬁ)_kif'<1+ﬂ’7)L_7’

y

d,
M =M +kj (ﬂjieij + gﬁ)_kﬁ (1+ﬂji)ﬁ'

y
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Sustituyendo las expresiones de los momentos de empotramiento perfecto, las rigideces al giro y
los factores de trasmision, obtenidas en el ejemplo 1, y las condiciones en los extremos del voladizo

2
M, =0,M, _ab .6, =0,

las ecuaciones quedan en la forma

2 E[ t
0=——9L 121970 =g, -1 197020 (1+13764) J
32,082

>

2 2 EI EI d,
9L _ 45 991326500.0,16930, — 99,1326 2201+ 0,1693) L.
2 6,062 L i L L

b

Multiplicando la primera ecuacién por 99,1326-0,1693 /12,1970 y restandola de la segunda se tiene

2 4 4
0,207936¢L* —75,954627 °d _aL 4L ___ 9
2 77 260,2529EI,  16,6439EI,

Las ecuaciones de comportamiento de la pieza recta de inercia constante son

AEIL 0. GEI
M, =M;+—=(6, +——)————d,.
i 2 L
g s AEL (Q.j 6 )-8,
.= st (—+0.)——d..
Jt Jt Jt 2 I/
T

g

Sustituyendo las expresiones de los momentos de empotramiento perfecto, rigideces al giro y fac-

tores de trasmision de la pieza de seccion constante e igual volumen, junto con las condiciones en los
extremos del voladizo

las ecuaciones quedan en la forma

? 4FI 6E1
():_£+ = i g2 ij
12 L 7 L !

ql’ _qu 2EI 6Ll
2 1L T G

ij ij

Multiplicando la primera ecuacién por %2 y restandola de la segunda se obtiene

gL’ _qL 3EI, __ L
2 8 2 " 7" BEI

Como puede observarse, el desplazamiento de la viga de canto variable es un 52 % inferior al
desplazamiento de la viga de canto constante de igual volumen.
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Problemas propuestos

1. Para la pieza recta de seccion variable de la figura, calcular: 1) los momentos de empotramiento
perfecto; 2) los factores de trasmision de momentos, y 3) las rigideces al giro.

q
TN NEy

i J
21, 1, 21,
L/6 L/6
| L |
I 1
2. Utilizando las ecuaciones de comportamiento de la pieza prismatica recta, y sabiendo que los

momentos de empotramiento perfecto de una pieza empotrada-empotrada con carga triangular
creciente son

4L e _dE

Me=-T oy =
73007 20

obtener la expresion del momento de empotramiento perfecto en el extremo i.

q
ik jEnsswnsEsssEns’

@ E, I ctes.

| L |
| L | I 1
I 1
Problema 2 Problema 3
3. Para la viga de la figura, utilizando las ecuaciones de comportamiento de la pieza prismatica

recta, calcular: 1) el giro en el extremo 7, y 2) el momento en el extremo j.

4. Para la viga de la figura, utilizando las ecuaciones de comportamiento de la pieza prismatica
recta, calcular: 1) el giro en el extremo i; 2) el desplazamiento vertical en el extremo j, y 3) el
momento flector en el extremo j.

q q
AT, JAITITITITTITIT,
5 E I ctes. 4 @} E 1 ctes. ;
4 - X
| L | 7 L |
Problema 4 Problema 5
5. Para la pieza de la figura, utilizando las ecuaciones de comportamiento de la pieza prismatica

recta, calcular: 1) la ecuacion de la deformada; 2) el valor maximo del desplazamiento y el
punto en el que se produce, y 3) el desplazamiento en el centro de la viga.
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